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1 Uvod

Ojacano pronicanje je proces, pri katerem se informacija oziroma dolocena lastnost po-
stopoma Siri po mrezi ali grafu. V obravnavanem problemu si predstavljamo sahovnico,
katere posamezna polja so pobarvana ¢rno ali belo. Dolo¢ena polja na zacetku pobar-
vamo ¢rno, nato pa se barva po vnaprej dolo¢enem pravilu Siri na preostala polja. Osnovno
vprasanje je, koliko ¢rnih polj moramo izbrati na zacetku, da bo po koncanem procesu
celotna sahovnica pobarvana ¢rno.

Naloga: Naj bo dana kvadratna sahovnica velikosti n x n. Belo polje se pobarva ¢rno,
¢e ima vsaj dve ¢rni sosedi. Oznacimo s p(n) najmanjSe stevilo zacetno ¢rnih polj, ki
zagotavljajo, da bo na koncu celotna sahovnica ¢rna. Za dolocitev natancéne vrednosti
parametra p(n) moramo dokazati dve neenakosti:

p(n) <k in pn) =k

Prva zahteva konstrukcijo, ki pokaze, da je k polj dovolj, druga pa dokaz, da z manj kot
k polji procesa ni mogoce uspesno zakljuciti.

2 Osnovni problem na kvadratni mrezi

Za zgornjo mejo lahko uporabimo diagonalno konstrukcijo (slika 1). Za Sahovnico veli-
kosti n X n izberemo vsa polja na eni od diagonal. Tako dobimo n zacetno ¢érnih polj.
Zaradi izbranega pravila se nato ¢rnina postopoma Siri po Sahovnici. Enak princip lahko
uporabimo za poljubno naravno stevilo n, zato dobimo

p(n) < n.

Da bi pokazali, da je ta zgornja meja tudi optimalna, potrebujemo spodnjo mejo. Pri tem
uporabimo geometrijski argument, ki temelji na obsegu ¢rnega obmocja. Oznacimo obseg
¢rnega obmocja z 0. Ko se belo polje pobarva ¢rno, ima ze vsaj dve ¢rni sosedi. Zaradi
tega dodajanje novega polja ne poveca skupnega obsega ¢rnega obmocja. Obseg se lahko
ohrani ali zmanjsa, nikoli pa se v procesu ne poveca. To pomeni, da mora zacetni obseg
biti vsaj toliksen, kot je koncni.

Na koncu procesa je ¢rna celotna Sahovnica. Njen obseg je

o = 4n.



Slika 1: Diagonalna konstrukcija.

Na zacetku lahko vsako posamezno ¢rno polje prispeva najvec¢ stiri enote k skupnemu
obsegu. Ce je zacetno Stevilo ¢érnih polj enako k, je zato zacetni obseg najve¢ 4k. Ker se
obseg med procesom ne more povecati, mora veljati

4k > 4n.
Od tod sledi
k> n,
oziroma
p(n) >n

Skupaj z zgornjo mejo tako dobimo pomemben rezultat

p(n) =n|

To pomeni, da je za popolno pronicanje na kvadratni Sahovnici velikosti n x n potrebnih
natanko n zacetno ¢rnih polj.

3 Pravokotne mrezZe

Naravna nadgradnja osnovnega problema je, da namesto kvadratne mreze opazujemo
pravokotno Sahovnico velikosti m x n. Oznac¢imo najmanjse potrebno stevilo zacetno
¢rnih polj s p(m, n) in predpostavimo, da je m > n.

Tudi v tem primeru lahko dobimo zgornjo mejo s konstrukcijo, ki temelji na diagonali.
Na zacetku izberemo n polj na diagonali. V preostalih m — n stolpcih nato izberemo po
eno ¢rno polje iz vsakega drugega stolpca. Ce je m — n sodo Stevilo, se konstrukcija lepo
zaklju¢i. Ce je m — n liho, ostane en stolpec, v katerem moramo dodati Se eno zacetno
¢rno polje. Tako dobimo

p(m,n) <n-+ {m—n" = {m%—n"‘
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Za spodnjo mejo ponovno uporabimo argument z obsegom. Obseg celotne pravokotne

sahovnice je
o= 2m + 2n.



Ker se obseg med procesom ne more povecati in lahko vsako zacetno ¢rno polje prispeva
najvec¢ stiri enote k obsegu, mora biti zacetno stevilo ¢rnih polj vsaj

) o)

Zato dobimo

m—i—nw

p(m,n) = { 5

Kombinacija zgornje in spodnje meje vodi do rezultata

=[5

4 Sprememba pravila pronicanja

Nadalje lahko spremenimo osnovno pravilo. Namesto da se belo polje pobarva ze takrat,
ko ima vsaj dve ¢rni sosedi, zahtevamo, da ima tri ali celo Stiri ¢rne sosede. Taksna
sprememba bistveno otezi proces pronicanja, saj mora biti za spremembo barve izpolnjen
strozji pogoj.

Pri pravilu s stirimi sosedi lahko iz zacetne konfiguracije izpeljemo razlicne omejitve. Pri
strozjih pravilih je pomembno, da zaCetna konfiguracija ne vsebuje dolocenih struktur
belih polj. Pri pravilu s tremi ¢rnimi sosedi lahko na primer opazimo naslednje pogoje:

o mnoben stolpec ne sme biti v celoti bel,
e mna robu ne smeta biti dve zaporedni beli polji,
o Ce polja skupaj tvorijo pravokotnik, ne smejo biti vsa bela.

Problem lahko ponovno obravnavamo tako na kvadratnih kot na pravokotnih Sahovnicah.
Nov parameter oznac¢imo s P(m,n). V nasprotju z osnovnim primerom problem v splo-
snem Se ni reSen. Znani so posamezni delni rezultati, med drugim za mreze velikosti 3 x m
in b X m.

5 Imuna vozliséa

Naslednja nadgradnja problema je uvedba imunih polj. Imuno polje je taksno polje, ki se
ne glede na stevilo ¢rnih sosed nikoli ne pobarva ¢rno. Taksna polja predstavljajo dodatno
oviro za Sirjenje procesa.

Prisotnost imunih polj lahko povzroci, da moramo na zacetku izbrati ve¢ ¢rnih polj kot v
osnovnem problemu. Po drugi strani pa lahko pri ustrezni izbiri imunih polj zacetna kon-
figuracija ostane dovolj uc¢inkovita in dodatnih zacetno ¢rnih polj sploh ne potrebujemo.

Zato parameter ni ve¢ odvisen samo od velikosti mreze, temve¢ tudi od izbire imunih
vozlis¢. Zanimata nas lahko dve nasprotni situaciji: kako izbrati imuna vozlis¢a tako, da
se vrednost parametra ¢im bolj poveca, ali pa tako, da ostane ¢im bliZje prvotni vrednosti.

Tudi tukaj lahko uporabimo argument z obsegom. Ce se na primer zaradi imunega po-
lja spremeni konéni obseg ¢rnega obmocja, moramo primerjati zacetni in konéni obseg.



Ustrezna izbira imunega polja lahko povzroci, da se obseg poveca. Ker notranje polje
lahko poveca obseg za Stiri enote, je v doloc¢enih konfiguracijah potrebno eno dodatno za-
Getno ¢rno polje. Ce imamo k imunih vozlis¢, pri ¢emer k ni prevelik, lahko tako dobimo
spodnjo mejo oblike

p(n) >n+k.

6 Povezava s teorijo grafov

Problem sahovnice lahko naravno prevedemo v jezik teorije grafov. Polja Sahovnice pred-
stavljajo vozlisca grafa, sosednja polja pa povezemo z ustreznimi povezavami. Proces
barvanja tako postane proces na grafu.

V teoriji grafov se obravnavani proces imenuje r-sosedno ojacano pronicanje. Pri tem
barvamo vozlisca grafa G s ¢rno barvo, belo vozlis¢e pa se pobarva, ¢e ima vsaj r ¢rnih
sosedov. Najmanjse stevilo zacetno ¢rnih vozlis¢, ki zagotavljajo, da bo na koncu celoten
graf ¢rn, oznacimo z

m(G,r).

Taksna formulacija omogoca, da problem posplosimo dale¢ preko kvadratnih mrez. Na-
mesto Sahovnic lahko obravnavamo razli¢ne druzine grafov in poskusamo doloc¢iti njihove
vrednosti m(G,r). Naravni primeri so cikli, kolesa, polni grafi in polni dvodelni grafi.
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Slika 2: Primeri grafov. Po vrsti si sledijo cikel, kolo, polni graf, polni dvodelni graf.

7 Zakljucek

Ojacano pronicanje v kvadratnih mrezah je preprost problem za formulacijo, vendar omo-
goca Stevilne zanimive matemati¢ne nadgradnje. Osnovni primer na sahovnici pokaze
pomembno povezavo med konstrukcijskimi argumenti in invariantami. Z diagonalno kon-
strukcijo dobimo zgornjo mejo, medtem ko argument z obsegom zagotovi ustrezno spodnjo
mejo. Na ta na¢in dobimo natancen rezultat p(n) = n.

Nadaljnje spremembe problema, kot so pravokotne mreze, strozja pravila pronicanja in
imuna vozlisca, odpirajo zahtevnejsa vprasanja. Posebej zanimiv je prehod iz mrez v
splosne grafe, kjer proces opiSemo s parametrom m(G, r). Tako se problem poveze s $irsim
podroc¢jem teorije grafov in postane mogoce raziskovati njegovo obnasanje na razli¢cnih
druzinah grafov.



