Tropski polkolobar in problem najkrajse poti
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Povzetek

Definirani so tropski polkolobar in tropski polinomi. Kot primer uporabe tropskih operacij je
dokazano, da je mogoce izracunati dolzino najkrajSe poti med dvema vozlisS¢ema v usmerjenem grafu
z nenegativnimi utezmi kot element dovolj visoke tropske potence matrike sosednosti tega grafa.

Uvod

Na mnozici realnih stevil definiramo nenavadni operaciji, poimenovani tropsko sestevanje in tropsko mno-
Zenje, oznaceni z @ in ®. Ugotovimo, da imata podobne lastnosti kot obicajno seStevanje in mnozenje,
¢e mnozici R dodamo Se element oo, zato si tudi zasluzita taksni imeni. Kot primer uporabe teh de-
finicij obravnavamo problem iz teorije grafov, ki je druga veja matematike. Ugotovimo namrec¢, da se
tropski operaciji naravno pojavita pri problemu iskanja dolzine najkrajse poti med vozlis¢i v utezenem
usmerjenem grafu.

1 Tropsko sestevanje in tropsko mnozZenje

Definirajmo novo mnozico, ki bo ob vseh realnih Stevilih vsebovala Se en element, ki ga oznacimo s
simbolom oo, in jo bomo uporabljali v nadaljevanju. Element oo ima lastnost, da je veéji od vseh realnih
Stevil.

Definicija 1. Definirajmo R = R U {co} in naj velja x < oo za vsak x € R.

Za x,y € R naj min(z,y) oznacuje manjse izmed njiju. Velja torej min(z,y) = y, ¢e je x > y, drugace je
min(z,y) = .

Definicija 2. Tropsko sestevanje je operacija na mnozici R, definirana s predpisom x @y = min(z,y).

Lema 1. Za operacijo tropskega sestevanja veljata asociativnost in komutativnost, obstaja tudi nevtralni
element.



Dokaz. Preverimo, da velja asociativnost
(z ®y) ® 2z = min(min(x,y), 2) = min(z,y, z) = min(z, min(y, 2)) =z & (y & 2).

Drzi tudi komutativnost x @ y = min(z,y) = min(y, ) = y ® r. Za nevtralni element y € R mora veljati,
da za vsak x € R drzi, da @y = min(x, y) = x. Zlahka preverimo, da co zadosca tej lastnosti in je zato
nevtralni element za operacijo @. O

Omenimo Se, da je oo edini element v R, ki ima inverz za operacijo @, namreé oo. Za poljuben z € R\{oo}
iny € R velja 2 & y < . Njuna vsota zato ne more biti enaka nevtralnemu elementu oo.

Definicija 3. Definirajmo operacijo na mnozici R, imenovano tropsko mnoZenje, s predpisom x ©y =
x+y, ce stax,y € R. Definiramo tudi x ® 0o =00 ®x = 00 za vsak ¢ € R.

Tropsko mnoZenje je na mnozici realnih stevil definirano enako kot obi¢ajno seStevanje, zato si na R deli
tudi njegove lastnosti.

Lema 2. Tropsko mnoZenje je asociativno in komutativno, obstaja mevtralen element. Vsak element

z € R\{oco} ima inverz.

Dokaz. Tropsko mnozZenje je komutativno, saj veljax ©y =2z +y =y + 2 =y © z, tudi kadar je kateri
izmed ¢lenov enak oo. Preveriti moramo, ali za vse x,y, z € R velja asociativnost

(zoy)oz=@+y)+z=z+Yy+2) =20 (Y O2).

To ocitno velja, kadar so z,y,z € R. Kadar je vsaj eden izmed z,y ali z enak oo, bo njegova vsota
s poljubnim realnim Stevilom enaka oo, zato bosta obe strani zgornjega izraza enaki oo, torej enaki.
Nevtralni element je enak kot pri navadnem seStevanju, torej 0, za vsak x € R velja namre¢ z ® 0 = .
Inverz imajo vsa Stevila razen oo, torej razen nevtralnega elementa za seStevanje . O

Izrek 1. Za operaciji tropskega sestevanja in mnoZenja velja distributivnost.

Dokaz. Naj bodo z,y,z € R. Sledi
2O (y®z)=z+min(y,z) =min(z+y,z+2) = (zOy) ® (z O 2).
Tako preverimo veljavnost leve distributivnosti. Desna sledi iz komutativnosti tropskega mnozenja. [

Mnozici R skupaj z operacijama & in ® pravimo tropski polkolobar. Z uporabo tropskih operacij namesto
obicajnih razli¢ic lahko se vedno rac¢unamo kot obicajno zaradi vseh zgornjih pravil. Edina bistvena
razlika je, da v sploSnem ni inverzov za tropsko sestevanje.

Definicija 4. Za € R in n € Ny oznacimo tropsko n-to potenco na sledeci nacin

n-krat n-krat

22" =2 020---Ozr=z+x+ - -+2=nz.

Ce jen =0, naj bo 2®° := 0.
Poljubno tropsko potenco dvoclenika lahko izracunamo na enostaven nacin.

Izrek 2. Za z,y € R inn € N velja (z @ y)°" = 2" @ y©On.
Dokaz. Predpostavimo najprej, da velja z,y € R. Prevedimo izraz z obicajnimi operacijami,
(x @ y)®™ = n - min(z, y) = min(nz, ny) = 2" @ y©™.

Izraz tudi velja, kadar je kateri izmed x in y enak oo. O



1.1 Tropski kvadratni polinomi

Tropski polinom je funkcija iz R v R definirana enako kot obic¢ajni polinom, samo da klasi¢ni operaciji
seStevanja in mnozenja zamenjamo s tropskima razli¢icama.

Definicija 5. Tropski polinom je funkcija f R — R s predpisom f(z) = @ ,(a; ® %) za n € Ny,
a; € R in a, # co.

Osredotoc¢imo se na tropske kvadratne polinome. Z obicajnimi operacijami lahko poljubni tropski kva-
dratni polinom zapisemo kot

(a®z?) @ (bOz)®c=min(a + 22,b+ z,c),

kjer a # oco. Gre torej za funkcijo, ki najde minimum treh linearnih funkcij. Linearne funkcije v izrazu
imajo razlicne smerne koeficiente, zato se zagotovo sekajo.

Definicija 6. Nicla tropskega polinoma f(z) = @) (a; ® z®%) je tocka zo € R, za katero obstajata
0<j<k<n tako, da f(zo) = a, @scg] :akQI(?k.
Nicla tropskega polinoma je torej tocka, v kateri je minimum dosezen vsaj dvakrat. Je tudi tocka, v

kateri se graf odsekoma linearne funkcije “prelomi”.

Osredotoc¢imo se na nicle tropskega kvadratnega polinoma. Opazimo, da je co nicla, ¢e in samo Ce je
¢ = 00. V tem primeru, ¢e je tudi b = 0o, je oo edina nicla, ¢e pa b # oo je druga nicla enaka presecis¢u
a+ 2x in b + x, ki je enako b — a, torej ima polinom dve nicli.

Predpostavimo, da ¢ # oo, torej oo ni nicla. Izracunajmo ostale potencialne nicle, to so:
e a+2x =0b+x, kar velja, ko z; = b — a,

e b+ x =c, kar velja, ko zo = c—b in

c—a
5 -

e a+ 2x = c, kar velja, ko x3 =

Ce je b = oo je z3 edina nicla, zato predpostavimo, da velja b # oco. Izracunajmo b+ x3 = b+ 5*. S

> ¢, potem ima polinom eno

c—a

2

tem dobimo vrednost izraza b+ x pri prese¢iséu a + 2z in ¢. Ce je b+
ni¢lo z3. Ce pa je b+

c—a
2

< ¢, potem ima polinom dve ni¢li 1 in zs.

Predpostavimo, da noben izmed koeficientov a, b ali ¢ ni enak co. Vrednosti a + ¢ — 2b pravimo tropska
diskriminanta, saj ima enake lastnosti kot navadna diskriminanta. Ce velja a +c¢—2b > 0, ima kvadratni
polinom dve razli¢ni nicli. Ce pa je izraz a + ¢ — 2b < 0 pa ima kvadratni polinom eno niclo.

Kot zanimivost omenimo “tropski osnovni izrek algebre”, ki pravi, da ima tropski polinom stopnje n
natanko n nicel, stetih s primerno definicijo veckratnosti.

2 Problem najkrajse poti v usmerjenem grafu
V nadaljevanju predstavimo uporabo tropskih operacij na problemu iz teorije grafov. Vseskozi upora-
bljamo usmerjene grafe.

Definicija 7. Usmerjen graf G = (V,E) je urejen par, kjer je V.= {u1,...,u,} neprazna koncna
mnozica vozlis¢ in E CV X V mnoZica povezav med njimi.

Grafe lahko ponazorimo z diagrami, tako da je vsako vozlis€e tocka. Vsaka povezava je urejen par (u,v),
kar v diagramu predstavimo s puscico, ki poteka od vozlis¢a u do vozlisca v.

Primer 1. Naj bo G = (V, E) usmerjen graf, kjer je V. ={A,B,C, D, E, F,G} in s povezavami oznace-
nimi na naslednji sliki.



A
G

Slika 1: Usmerjen graf.

Povezavam lahko dodamo uteZi in tako dobimo utezen graf. Vse utezi lahko predstavimo s preslikavo ¢
iz mnozice povezav v R>q.

Definicija 8. Naj bo G usmerjen graf in c: E — Rsq preslikava. Paru (G,c) pravimo uteZen graf.

Primer 2. Povezavam grafa iz primera 1 dodelimo utezi, tako da dobimo uteZen graf.

C

Slika 2: Utezen usmerjen graf.

Definicija 9. Pot P med vozliséema v in w je zaporedje v = ug,u1, ..., Uy = w, kjer je (u;,uip1) € E
zavse 0 <i<m-—1.

Dolzino poti P definiramo kot vsoto utezi vseh povezav, ki se pojavijo v poti, kar zapisemo kot

[

m—

c(P) = Z (Ui, Wig1)-

=0

Zanima nas kolikSna je najmanjsa dolzina poti med poljubnima vozlis¢ema i in j grafa G. Taksni poti
pravimo najkrajsa pot med ¢ in j. Za enostavnejSe racunanje bomo grafe predstavili s kvadratnimi
matrikami velikosti n x n, kjer je n Stevilo vozlis¢ grafa.

Definicija 10. Matrika A wvelikosti p x q je tabela s p vrsticami in q stolpci, kjer za vsak element
a;j = [Ali; velja a;; € R. Element a;j se v matriki nahaja v i-ti vrstici in v j-tem stolpcu. Matrika je

kvadratna, kadar velja p = q. MnoZico vseh matrik velikosti p X q oznacimo z R,
Primer 3. Primer matrike A € R je

0,5
1
o0

O Wl i~



Ta matrika je kvadratna, saj ima enako stevilo vrstic in stolpcev.

—=NnXn

Definicija 11. Naj bo (G,c) uteZen usmerjen graf in n = |V|. Definirajmo matriko A(G) € R5y s
predpisom [A];; = c(i,j) e velja i # j in (i,7) € E ter [A];; = oo, ¢e velja i # j in (i,5) ¢ E. Dolo¢imo
tudi [A(G)]ii = 0 za vsak i. Matriki A(G) pravimo uteZena matrika sosednosti uteZenega grafa (G, c).

Primer 4. Naj bo G graf iz primera 2. Matriko sosednosti A(G) tega grafa dobimo tako, da za vsak par

vozlis¢ i, j v ustrezno mesto matrike vpisemo teZo povezave (i,j), ce ta obstaja. Ce povezava ne obstaja,
vpiSemo Q.

0 9 o0 03 co o0 2,5]
o 0 oo o 11 oo o©
oo 31 0 53 1 oo o©
A(G)=[oo 00 o0 0 6 oo 3,7
o oo oo oo 0 0,6 o0
4 o0 o0 00 o0 0 o
[00 00 00 00 00 7,2 0 |

Slika 3: Utezen graf in njegova utezena matrika sosednosti.

Naj velja A, B € R
Definicija 12. Vsota matrik A in B je matrika A+ B € Knxn, za katero velja

[A+ Blij = [Alij + [Blij-

Definicija 13. Produkt matrik A in B je matrika AB € R"*™, za katero velja

[ABlij = > [Alim[Blm;-

m=1

Definicija 14. Tropska vsota matrik A in B, sta A,B € Enxn, je matrika A @ B € @nxn, za katero
velja
[A® Blij = [A];; @ [Bli;-

Primer 5. Naj bosta A, B € R naslednji matriki

|2 5 10 2
A= [oo —4,3]’ B= [4 ﬂ
Njuna tropska vsota je matrika

LR W il R A

Opazimo, da pri tropskem sestevanju matrik v vsakem polju izberemo manjse izmed stevil v pripadajocih
poljih obeh matrik.

Definicija 15. Naj bosta A, B € R"™"™ matriki. Tropski produkt matrik A in B je matrika AOB € Rnxn,

za katero velja
n

[A® Blij = @ ([Alim © [Blm,)-

m=1



Primer 6. Naj bosta A, B matriki iz primera 5. Njun tropski produkt A ©® B € @QW izracunamo po
definiciji, na primer elementa [A ® Bl11 in [A©® Bl

[A® B]i1 = min([A]11 © [Bl11, [Ali2 ® [Bl21) = min(2 40, 5+ 4) = min(2,9) = 2

[A ® B]Ql = min([A]21 O] [B]lla [A}QQ © [B]Ql) = Inll’l(OO + 07 —4.3 + 4) = min(oo, —03) = —O7 3.

Na enak nacin izracunamo se preostale elemente in dobimo

[ 2 2+.2
A@B—{_O’?) Zﬂ'

Tropsko mnozenje matrik je asocitivno in distributivno nad tropskim sestevanjem matrik.

Izkaze se, da problem najkrajse poti resimo ravno s tropskim mnozenjem. To storimo tako, da matriko
veckrat tropsko pomnozimo samo s sabo. Matriko, ki smo jo k-krat tropsko pomnozili, zapiSemo tudi z
ACk,

evive

Izrek 3. Naj bo (G, c) uteZen usmerjen graf zn vozliséi in naj bo A(G) € @;En njegova utezena matrika

sosednosti. Za k > 1, drZi, da za vsaka 1,5 € V element [A(G)]ij predstavlja dolZino najkrajse pot od

vozliscéa i do wvozliscéa j, ki vkljucuje najvec k povezav. Iz tega sledi, da je [A(G)]?j(n_l)

nagkrajse poti od i do j.

enako dolzini

Dokaz. Zati,j € Vin k > 1 naj dz(-;c) € R oznacuje dolzino najkraj$e poti od i do j z najve¢ k povezavami.

o . . o . e
Ker so utezi zmeraj nenegativna realna Stevila ali oo velja dz(j)

1,7 € V velja rekurzivna zveza

= ¢(i,7). Trdimo, da za vsak k > 1 in

dgfﬂ) = min{diﬁz +ec(m,j) | meV}

Naj bo ¢ = wg,...,u;41 = j najkrajsa pot od ¢ do j z najve¢ k + 1 povezavami (torej I < k), ki ne
ponavlja vozlis¢. Opazimo, da je i = ug, .. .u; najkrajsa pot od ¢ do u; z najve¢ k povezavami. Zato velja

l
dﬁf“) = ZC(UT,UTH) dfu3 + c(ug, j) > min{dl(»l,;) +c(m,j) | meV}.
r=0
Dokazimo se drugo stran neenakosti. Recimo, da {dgsz +c(m, j) | m € V} doseZe minimum v dg;;) +elp, ).

Naj bo i = wo, ..., wgt+1 = p pot od i do p dolzine najve¢ k, za katero drzi Y ¢_ c(ur, turp1) = d5§)~
Potem je ¢ = wo, ..., wqt1,J pot od ¢ do j dolZine najveC k + 1 zato po definiciji sledi

q
min{d®) + e(m, j) | m € V} = d¥ + e(p.5) = 3 cwr,w,i1) > diH.
r=0

Rekurzivna zveza je dokazana. Za konec pokazimo Se, da za vsak k > 1 velja [A(G)®"] = dl(f). Trditev

lahko dokazemo z indukcijo, kot smo omenili na zacetku dokaza, je res za k = 1. Recimo, da velja za nek
k > 1. Potem imamo naslednjo verigo enakosti

[A(G)W“)} = [AG)** 0 A@)],,

= ai ([0, @ [A©)])
= z:nﬁin’n ([A(G)Gk]u + [A(G)]lj)

= min P + (1, 5))

_ d_l_c+1)

kar zakljuc¢i indukcijski korak in prvi del izreka.



Utezi v grafu G so nenegativne, zato lahko vsako najkrajso pot spremenimo v najkrajso pot, ki obisce
vsako vozlisée najve¢ enkrat. To je zato, ker mora vsak cikel, ki se pojavi v najkrajsi poti, imeti tezo 0.
Zato med poljubnima vozlis¢ema i,j € V obstaja najkrajsa pot, ki vkljuc¢uje najve¢ n vozlis¢ oziroma
n — 1 povezav. O

Ponazorimo izrek 3 na primeru 2. Najkrajsa pot od vozlis¢a C' do G je oznacena z roza barvo. Sestavlja
jo zaporedje vozlis¢ C, E, F, A, G dolzine 8. To se sklada s poljem v tretji vrstici in sedmem stolpcu
matrike [A(G)]®%, ki je prav tako enaka 8.

[0 9 o 03 63 68 25]
155 0 oo 158 11 11,5 18
56 3,1 0 53 1 15

AG)®® = 1105 195 0 O 6 65 3,7
45 135 c0 48 0 05 7
4 13 oo 43 103 0 65
11,2 20,2 oo 11,5 175 7,2 0

Slika 4: Utezen graf in Sesta tropska potenca njegove matrike sosednosti.
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