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POVZETEK

Na Marsu delijo ozemlje med razlicne marsovske druzine na poseben nacin. Z na-
prednim marsovskim orodjem cCez celotno povrsje nakljucno risejo premice. Pritem
nastajajo razlicna obmocja. Marsovske druzine naseljujejo na s premicami ome-
jena obmocja, neomejena obmocja pa ostajajo neposeljena. Po nekaj letih je nastal
problem, saj je bilo veliko premic med seboj vzporednih ali pa se jih je v eni tocki
sekalo vec, zaradi tega je bilo Stetje obmocij oteZeno. Problem resuje skupina Mar-
sovcev znanstvenikov Mateja, Aljosa in Jan.

Uvod

Ravnino razdelimo s premicami. Pri enakem S$tevilu premic lahko dobimo razli¢no $tevilo obmocij,
kar je odvisno od lege premic. Pri manjsem Stevilu premic se obmocja da presteti, tezava pa nastane,
Ce Stevilo premic povecamo, saj je nastalih obmocij prevec. Vzporedne premice in sekanje vec premic
v eni tocki bistveno vplivajo na Stevilo obmocij. Formulo za $tevilo obmocij je leta 1889 podal britan-
ski matematik Samuel Roberts.

V formuli in med dokazovanjem je uporabljen binomski simbol (Z), ki pove $tevilo nacinov, na ka-
tere lahko izmed n elementov izberemo k elementov. Izracunamo ga po formuli
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Med racunanjem je pogosto uporabljena naslednja lastnost binomskega simbola:
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Robertsova formula

Opazujemo razlicne moZznosti sekanja razlicnega Stevila premic ter Stejemo nastala obmocja. Zac-
nemo s premicami v splosni legi, kar pomeni, da se v eni tocki lahko sekata najvec¢ 2 premici, in da
nobeni 2 premici nista med seboj vzporedni. Najprej ugotavljamo, za koliko se poveca Stevilo obmo-
¢ij, ko k splosni legi premic dodamo novo premico. Ce torej v ravnino z n premicami dodamo $e eno
premico, Ze narisane premice sekajo novo premico v n tockah, pri tem pa razdelijo novo premico na
n + 1 delov. Vsak izmed teh delov razdeli eno obmocje na 2 dela. Nastane n + 1 novih obmocij, zato
velja rekurzivna formula

Ryt1=R,+n+1. (1)

Za $tevilo vseh obmocij pri splosni legi n premic v ravnini velja zveza
n
Rn=1+n+(2), (2)

ki se jo iz (1) dokaZe s popolno indukcijo.
Potrebno je torej ugotoviti, kaj se zgodi, Ce premice niso v splo$ni legi. V prvem primeru se v eni tocki
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sekajo 3 premice ali ve€. Stevilo vseh obmocij se v primerjavi s $tevilom obmogji pri enakem $tevilu
premic v splo$ni legi zmanjSa. Oglejmo si veckratno presecisce, kjer se seka A premic. Te premice
razmaknemo tako, da dobimo postavitev, ki bi jo tvorilo A premic v splosni legi. Premice iz skupnega
presecisca postopamo odmikamo. Ko odmaknemo prvo, pridobimo A — 2 obmocij, ko odmaknemo
e eno, jih pridobimo A — 3 itd. Premice odmikamo dokler ne dobimo postavitve, ki bi jo te premice
tvorile v splosni legi. Ko odmaknemo zadnjo, pridobimo le $e 1 obmoc¢je. Stevilo obmoCtij se v taki
tocki razlikuje za

A=2
(/1—2)+(7L—3)+(/1—4)+---+2+1:Zi:%ZM_U: (’1;1).

i=1

Ta formula velja za vsako veckratno presecisCe, zato moramo vse vrednosti, ki jih dobimo na tak na-
¢in, med seboj sesteti. Pri tem za vsako veCkratno presecis¢e uposStevamo pripadajoco A.

V drugem primeru obravnavamo vzporedne premice. Podobno kot zgoraj ugotovimo, za koliko se
Stevilo obmocij razlikuje od tistega, ki bi ga te premice tvorile v splo$ni legi. DruZino u vzporednic
premaknemo tako, da se vse sekajo v isti tocki. Od prej vemo, da imamo zaradi veckratnega prese-
Cisca (“;1) obmo¢ij manj kot bi jih bilo v splodni legi. Zaradi premika vzporednih premic v skupno
preseciSCe pa imamo manj Se dodatnih u — 1 obmocij. To skupaj nanese

()2

obmocij. Enako kot pri primeru veckratnih preseciS¢ velja tudi pri vzporednih premicah, da ta for-
mula velja za vsako druzino vzporednih premic, zato moramo vrednosti med seboj sesteti. Za vsako
druZino vzporednic spet upostevamo pripadajoci u.

Da dobimo izraz za izracun Stevila obmocij n premic v poljubni legi, moramo od izraza (2) za Stevilo
obmocij n premic v splo$ni legi odsteti Stevilo obmocij, ki jih izgubimo zaradi m veckratnih presecisc¢
in v druZin vzporednih premic. Dobimo formulo

n s (Ai—1 T
— _ i _ J
R—1+n+(2) Z( , ) 2(2) ®)
i=1 j=1
Formula je intuitivno pridobljena z opazovanjem dogajanja v okolici ene tocke oz. ene druZine vzpo-
rednih premic, zato jo je potrebno bolj dosledno dokazati. To naredimo s sweep-line metodo, kjer

z vzporednim premikanjem neke dodatne premice ¢, ki ni vzporedna z nobeno od n premic nase
postavitve, prestejemo vsa obmocja.

Slika 1: V razporeditev s 5 premicami dodamo novo premico ter jo vzporedno premikamo preko raz-
poreditve. Premica se giblje z leve proti desni in $teje obmocja, ki jih pusti na levi strani. V zacetni
legi je obmocij 6, pri preckanju presecis¢ pa priSteva nova obmocja in na koncu poda vrednost, da je
skupno stevilo obmocij enako 13.
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Dokaz s sweep-line metodo

Zacnemo tako, da so vsa preseci$¢a n premic na eni strani premice g. Zacetno $tevilo obmocij je tako
n+1. Premico nato premikamo na drugo stran preko vseh presecisc. Ko gre premica skozi enostavno
presecisce, se Stevilo obmocij poveca za 1, ko pa gre skozi veckratno presecisce, kjer se seka A premic
se Stevilo obmocij poveca za A — 1. Tako dobimo naslednji izraz

m
R=1+n+S+) (A;—1), (@)
i=1
kjer je S Stevilo enostavnih presecisc.
Da dobimo formulo (3), moramo izraziti Se Stevilo enostavnih presecis¢ S. V poljubni razporeditvi

n premic imamo (’21 ) parov premic. Vemo, da se vsaki 2 premici sekata ali pa sta med seboj vzporedni.
Ce oznacimo s k; Stevilo parov sekajocih se premic in s k, Stevilo parov vzporednih premic, velja

n
=k +ko.
(2) 1+ K2

V vsakem enostavnem preseciscu se seka natanko 1 par premic, v vsakem veckratnem presecis¢u M;
z veckratnostjo A; > 3 pa (’12’) parov premic. Zato je skupaj

k1=5+2(2’)
i=1

parov med seboj sekajoCih se premic. Oglejmo si Se vzporedne pare. V j-ti druZini vzporednic z u;
premicami imamo (“21 ) parov premic, ki se med seboj ne sekajo. V skupnem to znese

m
_ Uj
k3 (7)
j=1
parov med seboj nesekajocih se premic. Iz prej$nih treh enacb izrazimo S;
m m 14 m
Ai n Ai n Uj )Li
S=ki— = —ko— = . .
-2 ()-0) 26002 ) -0
i=1 i=1 Jj=1 i=1
ter izraz vstavimo v formulo (4).

m
R=1+n+5+» (4i—1)=

=1+n+(2)—§(‘;j)—§:();) +§:(/1,-—1)=
- ()2 1G)- (-2 (5)-
:1+n+(’;)_;(li2—1)_;(l;j)

Res dobimo formulo (3), imenovano tudi Robertsova formula.
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Zakljucek

Z metodo, ki smo jo izbrali, je Stetje obmocij dokaj enostavno, saj smo se osredotocili le na ozek
pas v razporeditvi. Stevilo obmo¢ij smo dobili tako, da smo presteli zacetna obmocja ter obmocgja,

vvvvv

matematicno indukcijo, ki v tem primeru ni najbolj elementarna. Lahko pa bi premice premisljeno
premikali in obmocja presteli skoraj direktno.
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