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Nasa MARSovska pustolovscina je bila usmerjena v raziskovanje torusa. Spoznali smo
orodje, imenovano Eulerjeva karakteristika, ki nam je omogocalo brez dejanskega pogleda na
ploskev dolociti, koliko ,lukenj“ ima. Naucili smo se tudi predstaviti toruse kot veckotnike,
v katerih smo identificirali nekatere stranice.

1 Oznake in definicije

V tem clanku bomo obravnavali sklenjene ploskve in ploskve z robom. Dolocali jim
bomo Eulerjevo karakteristiko, to je celo stevilo, ki ga bomo definirali kasneje. Ploskve
bomo prikazali z razrezi, s pomocjo katerih bomo tudi dolocili Eulerjevo karakteristiko.

(a) Torus (b) Mdbiusov trak

Slika 1: Dvorazsezni celici ploskev



Robove stirikotnikov na sliki 1 zlepimo tako, da se pusc¢ice z istimi oznakami ujemajo.
Ce na robu celice ni puséice, ta ostane rob. Robova iste oznake stejemo za en rob. Stevilo
O-celic (tock) ni enako Stevilu oglisé stirikotnika. Vsa oglisca, ki se pri zlepljanju zdruzijo
v eno tocko, obravnavamo kot eno 0-celico.
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(a) Pot tocke na torusu (b) Pot tocke na Mobiusovem traku

Slika 2: Premikanje tocke po ploskvi

Torus dobimo tako, da zlepimo nasprotne robove dvorazsezne celice (ploskvice). Ce bo
torej tocka potovala proti levi, se bo po prehodu levega roba ploskvice pojavila na desni
(slika 2(a)). Seveda tukaj ne moremo ve¢ govoriti o robovih, ker stranice stirikotnika pri
lepljenju izgubimo. Podobno se bo zgodilo pri Mobiusovem traku z enim parom nasprotnih
stranic Stirikotnika (slika 2(b)).
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Slika 3: Orientacija puscice se na Mobiusovem traku spreminja, na torusu pa ne
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Oglejmo si se orientacijo ploskev. Na sliki 3 je prikazana orientacijska puscica. Pred-
stavljajmo si, da se puscica premika znotraj ploskvice. Translacija in rotacija ne vplivata
na orientacijo. Ko puscico zapeljemo preko roba, se ta pojavi na naslednjem robu z isto
oznako, pri cemer je pomembna usmeritev roba. Tako se pri Mobiusovem traku pri prehodu
roba orientacijska puscica obrne, na torusu pa ne.

Orientabilna ploskev je tista, kjer ne obstaja taka pot, da bi se puscica vrnila na zacetno

mesto z nasprotno orientacijo (kot na sliki 3(b)). V nasprotnem primeru je ploskev neori-
entabilna (slika 3(a)).
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Tabela 1: Nekatere mozne (ne)orientabilne ploskve in njihova karakteristika

Sedaj smo pripravljeni na definicijo Fulerjeve karakteristike. To je celo Stevilo, odvisno
od stevila oglis¢ (o), robov (r) in ploskvic (p) razreza. Oznacujemo ga z grsko ¢rko x in ga
izra¢unamo po formuli:

X=0—T+p

Eulerjeva karakteristika je neodvisna od razreza ploskve na celice (tj. pri razli¢nih razrezih
iste ploskve dobimo enako Eulerjevo karakteristiko).

Izkaze se, da Eulerjeva karakteristika in (ne)orientabilnost enolicno dolocata topologijo
sklenjene ploskve (tabela 1)'.
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(a) Torusa z luknjama (b) 2-torus

Slika 4: Sestavljanje dveh torusov v 2-torus

Iz torusa lahko izrezemo disk, nastalo ploskev imenujemo torus z luknjo (slika 4(a)).
V tem primeru dobimo en nov rob, torej je o = 1, r = 3 in p = 1, zato je Eulerjeva
karakteristika enaka:
X=0—r+p=1-3+1=-1

Dva torusa z luknjama lahko med sabo zlepimo po novonastalem robu, tako da spet
dobimo sklenjeno ploskev. To operacijo imenujemo povezana vsota in jo oznacujemo z
znakom #. Nastalo ploskev imenujemo dvojni torus (slika 4(b)).

Postopek lahko prikazemo tudi s celicami (slika 2).

Eulerjeva karakteristika 2-torusa je enaka:

X(T*#T*) =0 —r+p=1—-4+1= -2

!Eulerjeva, karakteristika dolo¢a tudi geometrijo ploskve.
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Slika 5: Torusa z luknjama

To lahko nadaljujemo do n-torusa. Stevilo oglis¢ se ne spreminja, ker ima vsak nov torus
z luknjo eno oglisce, ki se zlepi s prejsnjim. Prav tako ostaja stevilo ploskvic 1. Spreminja
se le Stevilo robov, ki pa se v vsakem koraku poveca za 2, ker ima vsak nov torus 3 robove
od katerih se eden (rob luknje) zlepi z robom luknje, ki jo naredimo pred zlepljanjem na
prejsnjem. Pri n-torusu imamo tako o = 1, » = 2n in p = 1. Eulerjeva karakteristika
n-torusa je tako:

x(nT*)=o—r+p=1-2n+1=2-2n

Opazimo, da je x(nT?) vedno nepozitivno sodo stevilo.
Ce imamo podano Eulerjevo karakteristiko, ki zadostuje tem pogojem in vemo, da je
ploskev sklenjena orientabilna, lahko izracunamo, za kaksen n-torus gre.
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Slika 6: 2-torus

S tem smo tudi razlozili prvi stolpec tabele.
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