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Ukvarjali smo se s problemom, kako vrisati zaporedje kroznic v arbelos, t.j. lik, ki ga
omejujejo tri med seboj dotikajoce se polkroznice. Pritem smo uporabili geometrijo inverzij
na razsirjent evklidski ravnini. Dodatno smo pogledali, kako lahko ista orodja izkoristimo
za, opis nekaterih lastnosti kroZnic v zaporedju.

1 Arbelos in Pappusova veriga

Arbelos je lik, ki ga sestavljajo tri polkroznice: velika polkroznica Ky z radijem Ry, znotraj nje pa
sta leva polkroznica Ky, z radijem Ry, in desna Kp z radijem Rp.

Grski matematik Pappus iz Aleksandrije (290-350 n.8.) je prvi opisal zaporedje krogov v arbelosu, ki
ga po njem imenujemo Pappusova veriga. Pappusova veriga je taksno zaporedje kroznic K,,, da ima

vsaka kroznica natanko eno skupno tocko s kroznicama Ky in Kf, ter s prejsnjo kroznico zaporedja,
prva kroznica pa se dotika Kp.
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(a) Arbelos (b) Pappusova veriga

Pappus je zaporedje opisal z evklidsko geometrijo, v 19. stoletju pa je nemski matematik Steiner do
istih rezultatov prisel na veliko lazji nacin - s pomocjo inverzij preko kroznice.

2 Inverzija

Naj bo K kroznica s sredis¢em O in radijem r ter A od O razlitna tocka v ravnini. Ce A’ lezi na
nosilki daljice |OA| in na istem bregu glede na O kot A ter ustreza enacbi

0A]-[0A| =17,

potem tocko A’ imenujemo inverzna tocka tocke A glede na kroznico K. Tocka O je sredisce inver-
zije, kroznica K pa kroznica inverzije. Ker v evklidski ravnini sredisce inverzije nima invezne tocke,
vpeljemo tocko oo kot inverzijo srediséa O. Mnozico R2U{oo} imenujemo razsirjena evklidska ravnina.

Nastejmo najpomembnejse lastnosti inverzije:

1. Premica, ki poteka skozi sredisce inverzije O, se z inverzijo preslika sama vase.
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2. Premica, ki ne vsebuje sredisca inverzije O, se z inverzijo preslika v kroznico, ki poteka skozi O
(in obratno).

@

Slika kroznice, ki ne vsebuje sredisca O, je spet kroznica.

e~

Tocke, ki lezijo na kroznici inverzije, se z inverzijo preslikajo same vase.
5. Pri inverziji se velikosti kotov ohranjajo.

6. Inverzija je sebi nasprotna transformacija.

Slika 1: Inverzija tocke A ¢ez kroznico

3 Konstrukcija Pappusove verige

Pappusovo verigo konstruiramo s pomocjo inverzije. Za sredisce inverzije vzamemo tocko O, ki je
presecisce velike polkroznice Ky in leve polkroznice Ky arbelosa. Za polmer kroznice inverzije IC
vzamemo premer velike polkroznice 2Ry . Inverzija vecjo polkroznico preslika v poltrak, tangenten
na IC, Ly in Kp; levo polkroznoco v poltrak, vzporeden s prejsnjim; desno pa v polkroznico, katere
premer je razdalja med poltrakoma 2R’,. Nato med poltraka vriSemo skladne kroznice s polmerom
R';,. Kroznice med poltrakoma se dotikajo med seboj in obeh poltrakov, ki sta sliki Ly in K. Tudi
kroznice Pappusove verige se znotraj arbelosa dotikajo sosednjih kroznic iz zaporedja ter Ky in Ky.
Ker se koti pri inverziji ohranjajo (pri dotikanju je kot 0°), inverzija kroznice med poltrakoma preslika
v nove kroznice, ki predstavljajo Pappusovo verigo.

4 Izracun visine sredisca n-tega kroga

Oznadimo visino n-tega kroga v Pappusovi kroznici s h,, in njeno nozisée z A,,. Premica OS], seka n-to
kroznico Pappusove verige in njeno inverzno sliko pod pravim kotom (po 5. lastnosti inverzije), zato
poteka tudi skozi srediSée n-te krozmice. Iz tega sledi, da so totke O, S, in S], kolinearne. Trikotnik
AOAS,, je podoben AOST,S), iz Cesar sledi

0Sal  [AnSal  ha
08, [SpShl - 2nR),’

Ce narigemo tagento iz tocke O na K, bo zaradi lastnosti inverzije to tudi tangenta na K/,. Tocki,
kjer se tangenta dotika obeh kroznic, ozna¢imo s T, in T),. Zato

NOT, S, je podoben ANOT), S, (1)

in posledi¢no
|OSn|  |TwSnl

0S| 1ThShl - R
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Slika 2: Primer konstrukcije konéne Pappusove verige z inverzijo

Ce ti enacbi delimo, dobimo
hy, = 2nry,.

5 Izpeljava radija n-te kroznice

Z Ry, Rp, Ry oznac¢imo radije ustreznih polkroznic arbelosa. Velja Rp + R; = Ry. Oznacimo
razmerje % = k in iz tega izrazimo Ry = %. Nato R}, izrazimo z radiji polkroznic, ki sestvljajo
arbelos. Dotikalis¢e K in Kp ozna¢imo z U, njegovo inverzno sliko pa z U’. Po definiciji inverzije

velja |OU| - |OU'| = (2Ry)? oziroma 2Ry, - (2Ry + 2R))) = 4R%, iz ¢esar sledi

kE+1-1

Iz definicije inverzije sledi tudi |OT,| - |OT"| = (2Ry)? oziroma
4R%.
|OT;|

Rp = Ry(k+1) <

|OT,| = 3)

Zaradi podobnosti (1) velja Ig;z} = ;%7;. V to enacbo vstavimo enacbi (2) in (3) ter dobimo

4Rk .

n

OT,,* = (4)
Ker je AOS},S!, pravokoten, po Piragorovem izreku velja |05/, |* = |0S},[* 4|85, 8!, |? oziroma |05/, |* =
(2Ry + kRy)? + (2nRyk)2. Podobno iz AOT.S! dobimo |OT|* + RZk? = |0S|*. Ce to enatimo in

vstavimo enacbo (4) dobimo
Ryk

n = 1+ k4 n2k?
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6 Uporaba inverzije za vrisovanje dodatnih kroznic

Slika 3: Dodatne kroznice vrisane v prostor med Pappusovo verigo in polkroznicami arbelosa ter
njihove inverzne slike.

Pri raziskovanju Pappusove verige nas je zanimalo, kako vrisati Se dodatne kroznice v arbelos s Pappu-
sovo verigo. To znova najlazje storimo tako, da kroznice vértamo na inverzno sliko in nato preslikamo
znotraj arbelosa. Pojavi se vprasanje kako vértati kroznico med dve enako veliki dotikajoci se kroznici
in njuno skupno tangento.

Ker radija ne poznamo, najprej predpostavimo, da je kroznica ze vertana in radij x izra¢unamo po
Pitagorovem izreku v trikotniku AS},FE. Torej

Ry + (Rp — )% = (R + )

oziroma

Kroznico torej vértamo povsem preprosto (na sliki 6 vidimo, da iz F' naredimo pravokotnico na poltrak
in daljico F'A dvakrat razpolovimo ter nariSemo kroznico z radijem |EAl). Ce bi na ta na¢in nadaljevali
v neskonc¢nost, bi dobili fraktal.
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