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1 Uvod

Nasa skupina je na Marsu raziskovala Rado graf. Ta spada med enostavne grafe,
in je zaradi nekaterih svojih lastnosti Se posebej zanimiv za matematike. Toda
kaj sploh je enostaven graf? Definiramo ga kot neko mmnozico tock in povezav
med njimi, ponazorimo pa s tockami in daljicami med njimi. To zapisemo kot
G = (T, E), kjer je T mnozica tock in F mnoZica povezav. Elementa a in b iz T
sta povezana natanko tedaj, ko je par {a,b} v mnozici E, za kar uporabimo:

Va,beT; a~b <<= {a,b}€E.
Za enostavne grafe velja tudi, da nobena tocka ni povezana sama s seboj:
Va; —(a~ a).
Ce je a povezan z b, je b povezan z a:

Ya,b; a~b <= b~a.

Izomorfizem

Definicija 1. Ce imamo dva grafa Gy = (T3, P1) in Gy = (T3, P») je prvi izomorfen
drugemu natanko tedaj, ko obstaja f: T} — T5 tako da velja

(i) f je bijekcija

(ii)vm,neTy (m~n) < (f(m)~ f(n))

Na sliki 1 je A izomorfen z R, F s T, Kz X ter M, S, V in Z med seboj.

Razsiritvena lastnost

Definicija 2. Graf G = (T, P) ima razsiritveno lastnost, ¢e zanj velja, da za vsaki
dve disjunktni konéni podmnozici A in B mnozice T" obstaja taka tocka z, ki ni v
A in B, povezana pa je z vsemi tockami iz A in z nobeno iz B, to je:

A BCT, AnB=0, 3:¢ AUB
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YVaoeA an~z
Vbe B (b~ z2).

Nakljucni grafi

Nakljucen graf je graf, ki bi ga dobili, ¢e bi se za vsako izmed povezav odlocali
z metom kovanca. Ce zelimo dobiti graf na n tockah, kjer je n € N, bi ga lahko
dobili tudi, ¢e bi izmed vseh moznih grafov na n tockah nakljucno izbrali enega.
Naravno vprasanje v zvezi z konénimi grafi je, kaksna je verjetnost, da ima
nakljuéno izbran graf katero izmed lastnosti grafov. Ce na primer nakljucno izbe-
remo graf na treh tockah, se lahko vprasamo, kaksna je verjetnost, da bo imel graf

le eno povezavo. Ker je vseh grafov na treh tockah 8 in imajo izmed njih natanko
trije samo eno povezavo, je ta verjetnost %.

2 Rado graf

Rado graf je graf na mnozici tock N. Njegove povezave lahko dolo¢imo s pomocjo
binarnega zapisa nenegativnih celih Stevil, s katerimi ozna¢imo tocke. In sicer sta
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Slika 2: Vsi grafi na treh tockah
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tocki m in n povezani, e ima v binarnem zapisu vecje od teh dveh stevil (brez
skode za splosnost lahko predpostavimo, da je to m) na mestu m + 1 (Steto od
zadaj) Stevko 1!, kar lahko zapisemo kot:

Vm <n,n="> a,(k)2" a(k)e€{0,1}
k=0

m~n <= a,(m)=1.
Lema 1. Rado graf ima razsiritveno lastnost.

Dokaz. Pois¢imo z iz definicije 2 za vsaki podmnozici Rado grafa A in B. Naj bo
m najvecji element mnozice A U B. Potem lahko izberemo z tako, da je

Ui 1 zakec A
_ om+1 k. _
z=2 +k§::0az(k;)2 o ay(k) —{ 0 zakédA

Tako generirano stevilo z ima v binarnem zapisu m + 2 stevk. Po definiciji je
Stevilo z povezano z vsemi Stevili @ € A in nobenim $tevilom b € B. Clen 2m*!
poskrbi za to, da je z vecji od m in zato gotovo z ni vsebovan v AU B. O]

Izrek 1. Vsak graf na stevno neskoncéno tockah z razsiritveno lastnostjo je Rado
grafu izomorfen.

Dokaz. Strog dokaz izreka z metodo sem-in-tja lahko bralec najde v [2]. O
Izrek 2. Vsak koncen enostaven graf je izomorfen podgrafu Rado grafa.

Dokaz. Dokaza se bomo lotili z indukcijo. Ocitno obstaja podgraf na Rado grafu,
ki je izomorfen grafu na eni tocki (ena tocka na Rado grafu). Denimo, da ob-
staja podgraf Rado grafa na k tockah, ki je izomorfen grafu G = (T, FE), T =
{A1, Ay, ... Ai}. Sedaj dodajmo grafu G tocko Ayyi. Zanima nas, ali lahko vedno
najdemo sliko nove tocke na Rado grafu. Naj bo A mnozica slik vseh tock, ki so
povezane z novo tocko, B pa vseh, ki z novo tocko Ay, i niso povezane. Tocka
Rado grafa, ki je povezana z vsemi tockami iz A in z nobeno iz B, obstaja za-
radi razsiritvene lastnosti. Torej je graf na AU B U {z} izomorfen grafu na k + 1
tockah. O

Rado grafu izomorfen graf lahko dobimo tudi, ¢e za vsako izmed povezav med
naravnimi Stevili me¢emo kovanec. To dokazemo s pomocjo razsiritvene lastnosti —
vsak nakljucen graf na stevno neskonc¢no tockah ima namrec razsiritveno lastnost.
Ker lahko za poljubno veliki A in B najdemo graf, za katerega je verjetnost, da
ima razsiritveno lastnost, poljubno blizu 1, lahko zaklju¢imo, da ima to lastnost

l¢e ima n manj kot m + 1 stevk, vzamemo, da je na ustreznem mestu stevka 0
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tudi nakljuéni graf. Pogumen bralec si lahko dokaz izreka, ki to dejstvo bolj strogo
potrdi, prebere spodaj.

Naj bosta A in B disjunktni mnozici moci n. Ce za poljubni podmnozici tock
te oblike obstaja tocka z, ki je povezana z vsemi tockami iz mnozice A in z nobeno
izmed tock mnozice B, recemo da ima graf razsiritveno lastnost za vse pare mnozic
z mocjo n. Ocitno je, da ima potem tudi razsiritveno lastnost za vse pare mnozic

(A", B'), kjer je |A'|, |B'| < n.

Izrek 3. Naj bo V(N) verjetnost, da ima graf na N tockah razsiritveno lastnost
za mnozice z najve¢ n tockami za nekin € N. Tedaj velja limy_,oo V(N) = 1.

Dokaz. Ce imamo graf G na N > 2n tockah, lahko A izberemo na (JX) nacinov,
B na (N ;”) nac¢inov in z na N — 2n nacinov.

Lazje, kot dokazati, da je limy o, V(IV) = 1, je dokazati, da se verjetnost, da graf
razSiritvene lastnosti nima, manjsa, oziroma je limy_,o 1 — V(N) =0

Fiksirajmo A, B in z. Za vsak a; € A imamo bodisi z ~ a; ali =(z ~ a;), podobno
je z b; € B. Zato imamo na voljo 22" razli¢nih konfiguracij. VSe¢ nam je samo
konfiguracija, kjer je z povezan z vsemi a; in z nobenim izmed b;. Zato velja

2n __ 1
22n

P(z ni ustrezen) = =127

Ce fiksiramo samo A in B, je P(z ni ustrezen) za vsak z enaka. Ker lahko za dani
mnozici A in B stevilo z izberemo na N — 2n nac¢inov, dobimo

P(noben z ni ustrezen) = (1 — 2_2n)N_2n

Ker pa je za neveljavnost razsiritvene lastnosti dovolj, da obstaja samo en tak
par mnozic A in B, da zanju noben z ni ustrezen, in lahko A in B izberemo na

N\ (N- .. .
(n)( n") nacinov, dobimo:

N\ (N —
1-V(N) = P(obstajata A in B, da noben z ni ustrezen) = ( ) ( n) (1—272m)N=2n
n n

Sedaj ocenimo

= <
n n n!(N —n)!nl(N — 2n)! n!n! (n!)2

(N)(N—n) N! (N=n)!  N-(N—1)-..-(N—2n+1) N2

Zato imamo
2n

(n!)?

0<1-V(N)< (1 —272mN=2n
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2n

lim 1 —-V(N) < lim

—2n\N—2n __
N—oo N—oo (n')Q(l —2 ) o O

saj je (n!)? konstanta, eksponentna funkcija (1 — 272m)N=2n

raste potencna funkcija N?".
Torej limy 0o 1 — V(N) = 0, in zato, kot smo zeleli, limy_,» V(N) = 1. O

pa pada hitreje kot
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