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UvVOD



Uvodnik

Nejc Zajc

O taboru

Matematicno raziskovalno srecanje ali MaRS je poletni matematicni tabor za srednjesolke in srednjesolce. Z
zbornikom bomo bralcem poskusili priblizati dogajanje letosnje izvedbe.

To poletje smo izpeljali ze devetnajsti MaRS zapored. Potekal je v tednu med nedeljo, 14. julijem, in
soboto, 20. julijem. Udelezilo se ga je 22 dijakinj in dijakov iz vse Slovenije, ki so pod mentorstvom devetih
studentov sirili svoja matemati¢na obzorja.

Strokovni del tabora je sestavljen iz treh delov — osrednje delavnice, vecernih predavanj in projektov.
Pri osrednji delavnici tabora, ki jo je spretno vodil dr. Nino Basi¢, so udelezenci spoznali osnove spektralne
teorije grafov in Hiicklove teorije. Delavnica je potekala v treh delih med torkom in cetrtkom. Druga
skupina matemati¢nih vsebin tabora so vecerna predavanja gostujocih profesorjev slovenskih univerz in nasih
podpornikov. Letos so nas obiskali trije. Dr. Jernej Cin¢ je predaval o diskretnih dinamiénih sistemih,
dr. Matija Pretnar o kvantnem ra¢unalnistvu in Andreja Ci¢ o modeliranju Zivljenjskih zavarovanj.

Kot vedno so bili projekti glavna matemati¢na vsebina tabora. Skupine treh ali dveh udelezencev so pod
mentorstvom c¢lana Studentske ekipe organizatorjev raziskale v naprej izbrano matematicno temo. Delo na
projektih je potekalo cel teden in je zajelo vecino strokovnih ur programa. Dijaki so se s temo svojega projekta
najprej spoznali preko uvodnih primerov, jo raziskali in prisli do zakljuckov. Delo na projektih obsega tudi
pripravo ¢lanka, ki podrobno opise spoznano in je vkljucen v zbornik, ter kratke predstavitve za starse in
ostale udelezence ob zakljucku tabora.

Poleg vseh omenjenih matematic¢nih dejavnosti smo za udelezence pripravili tudi pester druzabni program.
dan po koncu strokovnega programa so se udelezenci in mentorji do poznih ur druzili ob raznolikih druzabnih
igrah. Tudi letos ni manjkal tradicionalni del programa, ki zajema pohod, Veliko MaRSovsko pustolovséino in
MaRSovski piknik. Velika MaRSovska pustolovséina je orientacijski pohod po naravi s kratkimi in zabavnimi
nalogami za udelezence na kontrolnih tockah.

Urnik tabora je bil tako polno zaseden. S pomocjo nasih podpornikov nam ga je uspelo tudi v celoti izvesti.
Kot zmeraj je bil tabor izveden pod okriljem DMFA Slovenije, nasi podporniki pa so letos bili Zavarovalnica
Sava, Jane Street, Fakulteta za matematiko in fiziko Univerze v Ljubljani, Fakulteta za naravoslovje in
matematiko Univerze v Mariboru, AFLabs, 3K IT in Dewesoft. Z njihovo pomoc¢jo smo tabor uspesno
izvedli, udelezenci pa so z nami preziveli zanimiv, pouCen in nepozaben teden.



Uvod

Beseda odgovorne osebe

Drage udelezenke, udelezenci in posadka, spostovani predavatelji, podporniki in ostali bralci zbornika. Le-
tosnji polet na MaRS je uspesno zakljucen. Navkljub pomlajeni posadki, smo mentorji pripravili in izpeljali
Se eno izvedbo tabora, na katero smo lahko ponosni. Zahvalil bi se rad vsakemu posebej, ker prav vsak
predstavlja pomemben in nepogresljiv del organizacije nasega tabora. Vseeno pa tako obseznega in kvalite-
tnega tabora ne bi mogli izvesti sami. Tudi v tem letu ste predavatelji in podporniki pokazali neverjetno
pripravljenost za sodelovanje. Zahvaljujem se vam za vse.

Glavni del tabora ste seveda udelezenci. Tabor je pripravljen z vami v mislih in vsako leto ga neverjetnega
naredi vasa radovednost, navdusenost in zelja po spoznavanju novega. Tudi letos ni bilo ni¢ drugace. Upam,
da ste v tednu na Pohorju, ki smo ga preziveli skupaj, uzivali, navezali nova prijateljstva in spoznali veliko
novega. Vsem udelezencem, ki ste letos zakljudili s srednjesolskim Solanjem, zelim, da ohranite MaRSovsko
energijo tudi pri prihodnjih podvigih. Za vse ostale pa upam, da tudi naslednje poletje skupaj poletimo na
MaRS.

Lep MaaaaRSovski pozdrav, Nejc!

Word of the president of the committee

Dear participants, crew members, respected lecturers, supporters, and other readers. This year’s flight to
MaRS has been completed successfully. Despite the rejuvenated crew, the mentors prepared and carried
out another implementation of the camp that we can be proud of. I would like to thank each and every
one of them because each represents an important and indispensable part of the organization of our camp.
However, we could not have carried out such an extensive and high-quality camp alone. As in previous years,
the lecturers and supporters have shown an incredible willingness to participate. Thank you for everything.

The main part of the camp are of course the participants. The camp is prepared with you in mind and
every year it is your curiosity, enthusiasm, and desire to learn new things that make it amazing. This year
was no different. I hope you enjoyed the week we spent together on Pohorje, made new friends, and learned a
lot of new things. To all the participants who graduated from high school this year, I wish you to keep your
Martian energy in your future endeavors. For the rest of the participants, I hope that we will fly to MaRS
again next summer.

Greetings from MaaaaRS, Nejc!



Dnevnik

Jan Genc in Matija Likar

Pestro dogajanje letosnjega tabora smo povzeli v tradicionalnem marsovskem dnevniku, ki smo ga dnevno
objavljali na druzbenih omrezjih. S tem smo Zeleli tabor priblizati javnosti ter hkrati ponuditi udelezencem
hudomusen opis preteklih dozivetij. Vendar pa naj vas nekonvencionalen slog dnevnika, ki je poln internih
Sal, ne zmede prevec. Uvidevni do nadarjenih udelezencev smo namreé¢ dnevnik prepredli z mnogimi slovnic-
nimi, slogovnimi ter vsebinskimi akrobacijami, ki so jih dijaki med branjem vedro razvozlavali. Za razlage
preostalih, Se nerazvozlanih, dnevniskih nebuloz pa se priporoéamo v komentarjih na takojsnji enoti mase.

Slika 1: Skupinska slika.


https://www.instagram.com/mars_tabor

Dnevnik

Nedelja, 14. julij 2024

Sem mislil, da naj bi to bil nek cvet inteligence, je bliskovito kot danasnji heroj Mikel Oyarzabal eden izmed
udelezencev razblinih ves napuh marsovske posadke, ki smo ga pridno akumulirali ¢ez leto, medtem ko smo
mu demonstrirali svojo jubilejno nemoc¢ ob instalaciji LaTeX-a.

Kot Cehoslovaki v natikac¢ih smo tudi letognji Marsovci zarinili navkreber — na Pohorje. Nadobudni mladi
matematiki so se zasidrali v CSOD Planinka, kjer so v skladu z lokalnim okoljem izrazili svoje preference
glede lezis¢a na pogradu (zgornje hoce).

V uvodnem programu smo ¢lani posadke svojo generacijsko travmo MaRSovskega pozdrava uspesno pre-
nesli na novopecene pozdravkarje. Lansko hako so v epidemioloskem slogu nasledili mehiski valovi, izpod
peresa Jana in vanilijeve kokakole.

Preidimo k sr¢iki. Basmatinsko pravljico v obliki kepice riza je pospremila basen, ki nam je dala povod
za estimiranje Stevila dekliskih las v krozniku zarke goveje juhe. Miselni proces smo zmagovito oplemenili na
pooobednem Jane Streetovem Estimathonu.

Ponedeljek, 15. julij 2024

V rosnih enostevénih urah nas je prebaletilo plahutanje Pohorskih ves¢. Ceprav jim nismo opdustili dolga
prikrajSanih ur v Dolnjih Lezecah, smo bili vendarle postrezeni s vsakdanjim kruhom, obic¢ajnim maseljcem
in tradicionalnim medom.

Navsezgodaj smo na Solskem igriscu razgibali svoje ude in ume. Narobe sem se usedel je domnevno izjavil
eden izmed udelezencev igre dan in noc, ki se je naglo razplamtela v turnir med dvema ognjema, kjer smo
pokazali svoje ostrostrelske sposobnosti tudi na igriS¢u vecje razseznosti.

Dopoldanski svit smo popestrili z uvodom v svoje projekte. Pod taktirko odgovornoodraslih mentorjev
smo spoznavali bralcem dobro znane koncepte, kot so drevo, gozd, list in centralni limitni izrek ter periodi¢na
raba stikala za lu¢. Svetovljanske Marsovce smo iniciirali v mLaTeSki viteski red z madagaskarja.

Tako kot Koreja je tudi pri nasem dnevu ta boljsi del juzna. Tokrat nam je metabolizem vzburil lakonski
kos Kalimera in ljubiteljem palindromov na kozo pisan kuskus ter vegetacija. Njam njam. Sicersnjo manjko
telecje pecenke smo Cajnkarjevsko nadomestili z basnijo o Kvadratomirju in Bogomolki (Narvec sveta otrokam
slisi Salle) ter detektivsko povestjo o Smrketi z USB-ja.

Za sklepni dogodek dneva smo bili pogosceni gurmansko obaro z sinjim hlebckom, ki ajdovski se zganec
imenuje.

Bralcu zelimo prijeten avalonski vecer.

Torek, 16. julij 2024

S pocasnim uvajanjev v MaRSovski (ne)spalni cikel smo zaceli nov dan. Na prakti¢nem primeru smo resili
problem petih uzivacev scetkanja zob in enega umivalnika. Danasnji zajtrk najbolje opise spodnja enacba.

kruh s pasteto

Sledec¢ veriznemu pravilu nam je nizozemski animator serviral Se en répete dveh ognjev. Maratonsko sesijo
projektov smo zalili Se s tradicionalnim zasedanjem ljubiteljev pitonov. Novi uzavaci so spoznavali, kako se
jih prime za vrat, stari macki pa so se z Ninozemcem po Zentlmensko posvetili svojim kraljicam J J .

Tradicionalno torkovo govejo juhco smo pospremili z razpadajoc¢imi kruhovimi cmoki, ob katerih smo se
Se bolj zblizali. Za vrhunec kosSnje pa je poskrbela gospa kuharica z vreco sladolednih luck, za kar je tudi
prejela stojeco ovacijo.

V popoldanskih urah se nam je pridruzil MaRSovksi veteran in leto$nji delavni¢ar Nino Basié. S snelkur-
som linearne algebre smo se v natrpani predavalnici potopili v spektralno teorijo grafov. Obdani z benzinskimi



Dnevnik

hlapi pozigalca Nina, ki se je po svojih besedah tega dne zasvical ful smo zkozi odisejado razpoloZenjskih
medmetov epifani¢no spoznali, da zivimo v Zg in ne na Pohorju.

Seveda pa dobra seansa linearne algebra ne more preseci centralnega limitnega dogodka dneva — Se za-
dnjega pogona gastrointestinalnega trakta. Pasjo vrocino smo zabetonirali z vro¢imi psi in aranzmajem
kebabarske zelenjave in omakic (brez pekoce).

Gostujoci predavatelj Jernej Ciné je postavil dinami¢ne sisteme iz teorije v prakso in otvoril cikel letognjih
vecernih predavanj. Omenimo, da je pretezno stajerski MaRSovski posadki Se posebej sedla razprava o
mehaniki fluidov.

Bralca Se za na konec kulturno obogatimo s citatom znanega algebraicnega topologa V. Coceta:

Prije jutra umoran, MaRSovec ¢eka movi dan.
Dok svi ljudi spavaju, medvedi se karaju.

Sreda, 17. julij 2024

Po pricakovanem paraboli¢no-padajo¢em spanju na MaRS-u smo se s kupom budilk prebudili v novo jutro. V
jedilnici so nas pricakale sladoledne kepice bele nutelle in ¢okolino generaciji primerno zivilo. Po ve¢ porcijah
nepricakovane poslastice smo se brz odpravili na pohod do Pohorske vzpenjace. Med potjo so nas dezurni
za*ebanti navdusili z novim arsenalom zagonetk, ki jih bomo razkrili v jutri$njem dnevniSkem vnosu.

V domu nas je pricakalo tisto boljSe od napredka in svobode, kar smo ob logisti¢ni podpori dezurnih
dezurnih z brzim repetiranje neugnano pospravili v svoja astrotenalne trakte. Tako smo dobili dovolj energije,
da se znova potopimo v svet linearne algebre z gospodom Basi¢em, ki smo ga pomotoma iztirili z alkoholnim
prsilom obrisano tablo. Vendar tudi napojeni s hlapi aromati¢nih obrocev, seveda ne smemo nasteti /2
dvakrat, namesto da napisemo (v/2)? , majkemi.

Kljub konkretnemu potopu, smo morali zaceti pisati ¢lanke o izreku CLiT, pa tudi o tem, kako se lahko
naravna porazdelitev na doloéenih obmocjih dvigne zelo visoko.

Na koncu smo Se marsovsko pozdravili nocojsnjega predavatelja iz FMF UL — Matija Pretnarja, ki nam je
dijakom predstavil svet kvantnega racunalnistva. Predavanje bi bilo zagotovo tudi zanimivo nasim fizikalnim
kolegom z njihovega tabora FaRS-a. Bolj zivljensko, spoznali smo tudi vodotesen nacin osvajanja deklet —
ponudis ji svoje filtre in zacne$ razlagati o super pozicijah.

Danes pa ni pesmice :(

(bo jutri, oblubmo)

Cetrtek, 18. julij 2024

Po predolgo prebedeni noci predolgega Salema, risanja cikla v morilcu in igre Codenames, je kon¢no napocilo
novo jutro s Se vec¢jim negativnim odvodom spalne krivulje. Dokonéno nas je prebudila telovadba — tokrat
kar s smrtonosno igro iz serije Squid game s kanckom neuravnotezenega med dvema ognjema. Seveda ne
smemo pozabiti na obicajen zajtrk, vendar ta je bil toliko obicajen, da je bolje iti naprej.

Gospod Basi¢ nas je tokrat Se zadnji¢ razvedril s Kiklovo teorijo, da bomo dobro pripravljeni na prihod
nasega starega MaRSovskega znanca. Po tridnevnem naporu je prejel tudi svojo najpomembnejso MaR-
Sovsko nagrado — ¢okoladico in majico. S strahom pred morilci smo se odpravili na delo projektov, kjer
smo dokonca obdelali centralni limitni izrek, dokonéno docakali neskonéne vrste in dokoncali prestevanje
neskon¢énih mnozic.

Izak je poskrbel za demonstriranje pogostih napak na predstavitvah projektov, za kosilo pa nam je kuha-
rica med drugim pripravila izvrstne sladice. Kasneje smo mesano resili druzinske spore s projekti, vimes smo
dobivali za prvo vedno ve¢ budgeta.

Za vecerjo se sicer ve¢ ne spomnim, kaj je bilo, vendar verjamem, da je doseglo neko pri¢akovano vrednost
in centralno limito, verjetno tudi morda kak nizji percentil, a ne spet prevec, saj se ne spomnim. Na koncu
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Dnevnik

nas je s spalnimi maskami pospremila v svet zavarovalnic gospa Ci¢ iz Zavarovalne skupine Sava, ki nam
je podelila nagrade tudi za nase ime, za nase korake, nas pa je naucila tudi kako se zavarovati. Vecer je
koncala Se bolj ekstremna razli¢ica morilca, pa tudi vse standardne igre preteklih dni, za jutri pa nestrpno
pricakujemo MaRSovsko pustolovséino in MaRSovski piknik, kljub visku kalorij, ki smo ga verjetno zauzili
zaradi vrhunskih tortic, ki nam jih je pripravila gospa kuharica, se razume.

Petek, 18. julij 2024

Konec veselice Dali ji bomo, dali ji bomo, nasi novici kar ji gre.
Izjava udelezenca jutranje telovadbe, nekaj MaRSovski kvartet
trenutkov po tem, ko je bil izkljucen iz igre

Dan D svojega tabora smo zaceli, kot smo 7e vajeni, z igro Med dvema ognjema. Sportni navduSenci so
pod rafalom odbojkarske Zoge zZe cetrti¢ ugotovili, da s Primozem pa¢ ni dobro c¢eSenj zobati, kar smo
gladko pozabili ob vecerji Smorna in ¢eSnjevega kompota. Tedensko delo na projektih smo sklenili z uporabo
zarkovnika in izdelave predstavitev. Svoje poznavanje retorike smo nato tudi preizkusili na generalki pred
komisijo Zajca in Kosute.

V popoldanskih urah smo po dvoletnem premoru ponovno zagnali MaRSovsko pustolovséino. Neustrasni
dijaki so se podali na avanturo v neznana razpostranstva Pohorja in ob poti resevali zagonetke, ki jim jih je
zastavila posadka. Pustolovscéino so letos zmagali Teroristi grafov in si s tem prisluzili vecno cast in slavo ter
pravico do lomljenja ta velike ¢okolade.

Na Pohorski plato so se zaceli valiti nevihtni oblaki, z njimi pa tudi stari MaRSovski obrazi, ki so nam raz-
jasnili vremena s kaksno anekdoto z olimpijad ali pa basnijo o vinjetah. Dezurne pikni¢anje je medtem opazno
prizadela odsotnost pozigalca Nina B., ko so se spopadali s priziganjem Zara (ali pa avtomobilskega motorja).
Navkljub aprilskim vremenskim razmeram, ze drugo leto zapored, nam je uspelo potesiti matemati¢no lakoto
s hodom vegetacije in mesnih specialitet po leskovacko.

V pikniskem casu se je velicastno zakljucila celotedenska igra marsovskega morilca. Z masakrom v jedilnici
je Marseli (zahvala gre starSem, da so jo poimenovali po nasem taboru) uspelo razbiti kofjelosko alianso
in medicinsko oskrbeti ter hip zatem Se medicinsko odskrbeti dezurnega rostiljarja. Krvolo¢ne dogodke je z
izvedbo istrske ljudske Dajte, dajte pospremil zacasni MaRSovsi kvartet. Kljub ocitkom o prednosti domacega
terena se je Hoc¢anka zapisala v zgodovino kot prva marsovska morilka. Cestitke!

Preostali dogodki najboljsega taborskega vecera bodo Sirsi javnosti ponovno ostali skrivnost. Kot pravi
star slovenski pregovor — ce te ni, manjkas :P .

Sobota, 18. julij 2024

Tedensko uvajanje v vojasko disciplino je zadoséalo, da je zeljo po jutranjem dremezu preglasilo tveganje
porcije sklec. Zmackani od cedevite in spesani od c¢evapcéi¢ev smo napeli svoje miSice, zavihali rokave na
svojih majicah MaRS 2024 in se podali v boj z zadnjim izzovom tabora — predstavitvije-prejektov vstajanjem
iz postelje.

Po uspesnih nekaj krogih igre — ne zaspati z glavo v ¢okolinu — sta igricarki K in K razglasili veliko
zmagovalko morilca — mlado lice, nje, ki kriva moritve je velike. Medtem so v MaRSovsko bazo pocasi zaceli
pritekati najblizji udelezencev, ki so se nam pridruzili ob ciklu predstavitev. Letosnjo komicno glasbeno
spremljavo uvodne Spice smo velikodusno pozdravili z oglusujoco tisino in se raje posvetili src¢iki sklepnega
dogodka — predstavitvam projektov. Dijaki so brez dlake na jeziku, brez cmoka v grlu in (povzemajo¢ besede
N.B.) ne da bi se zac¢vicali ful, predstavili svoje delo in sklenili tedensko matematiéno popotovanje.

S solzami v oc¢eh, potovalkami v dlaneh, dezjem v laseh in cedevito v Zelodcu smo si Se zadnji¢ segli v
roke in odjahali vsak na svoj konec kokoske.
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Hiicklova teorija

dr. Nino Basié

Cilj osrednje delavnice je bil predstavitev Hiicklove teorije. Najprej smo se seznanili z osnovami linearne
algebre, vkljuéno z matrikami, linearnimi preslikavami, determinantami in lastnimi vrednostmi matrik. Nato
smo prikazali, kako je mogoce molekule v kemiji predstaviti z grafi. Vpeljali smo sosednostno matriko grafa
in definirali spekter grafa kot mnozico lastnih vrednosti teh matrik. 7 izracunom spektra lahko pridobimo
pomembne informacije o molekuli, na primer energijo grafa, kar je koristno v razlagi strukture molekul v
kemiji. Izracunali smo lastne vrednosti za nekatere enostavne druzine grafov, kot so cikli in polni grafi.
Eksperimentalne izra¢une smo izvedli v Pythonu, natanéneje v okolju NumPy.
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Od fizikalnih procesov do matematike in nazaj

dr. Jernej Cin¢

Fakulteta za Naravoslovje in Matematiko, Univerza v Mariboru & ICTP Trst

1 Uvod in motivacija

Stevilne probleme, ki izhajajo iz fizike in tehnike, je mogoée rigorozno $tudirati s pomocjo teorije dinamiénih
sistemov. Na primer, gibanje viskozne tekocine je modelirano s parcialnimi diferencialnimi ena¢bami (to so
enacbe, ki povejo odvisnost med funkcijami in njihovimi odvodi po eni izmed spremenljivk), ki so bile podane
v zacetku 19. stoletja in so postale znane kot Navier-Stokesove enacbe.

C.-L. Navier G. G. Stokes

Sw éw  fw  Ow op &w dw dw
pPl——+t —u+—_—v+ w=—-— ) 7+ 7 | T PE;
ot ox cy Oz oz ox” oy éz”

Slika 1: Navier-Stokesove diferencialne enacbe

Razumevanje njihovih resitev je Se vedno izven nasega dosega in ostaja eden najzahtevnejsih problemov v so-
dobni matematiki ter je med drugim uvrscéen na seznam sedmih ,Nagrad Tisocletja“ Matemati¢nega Instituta Clay
v Torontu, Kanadi (CMI) z raspisano nagrado miljon dolarjev. Parametrizirane druzine ¢udnih atraktorjev so bile
osrednjega pomena za dinamicne sisteme od zgodnjih sedemdesetih let prejsnjega stoletja, nekaj let po tem, ko je
ameriski matematik in meteorolog Edward N. Lorenz [14] preuceval model za toplotno konvekcijo s pomod¢jo okrnje-
nih Navier-Stokesovih enacb in predlagal njihov poenostavljen model z uporabo sistema treh diferencialnih enacb za
podrobno matematic¢no studijo. Resitve teh enacb so postale znane kot Lorenzovi atraktorji. Pojem ,u¢inek metulja“
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Deterministic Nonperiodic Flow*

EpwarD N. Lorenz

Massachusetts Institute of Technology
(Manuscript received 18 November 1962, in revised form 7 January 1963)

ABSTRACT

Finite systems of deterministic ordinary nonlinear differential equations may be designed to represent
forced dissipative hydrodynamic flow. Solutions of these equations can be identified with trajectories in
phase space. For those systems with bounded solutions, it is found that nonperiodic solutions are ordinarily
unstable with respect to small modifications, so that slightly differing initial states can evolve into consider-
ably different states. Systems with bounded solutions are shown to possess bounded numerical solutions.

A simple system representing cellular convection is solved numerically. All of the solutions are found
to be unstable, and almost all of them are nonperiodic.

The feasibility of very-long-range weather prediction is examined in the light of these results.

Slika 2: E. N. Lorenz in aproksimacija Lorenzovega atraktorja. Na skrajni desni je slikan izvlecek ¢lanka od Lorenza,
kjer je poudarjen odmevna prva opazka "ucinka metulja”.

je Siroko populariziral idejo o obcutljivi odvisnosti od zacetnih pogojev, ki jih prikazujejo enacbe. Namrec, ¢e zac-
nemo z le nekoliko razliénima za¢etnima pogojema, bomo koncali z zelo razli¢no obliko (t.j. topologko strukturo) teh
atraktorjev.

Zgodba o matematicni obravnavi parameteriziranih druzin ¢udnih atraktorjev se zacne z Lorenzovimi atraktorji,
ki jih je v zgodnjih Sestdesetih letih prej$njega stoletja predlagal Lorenz [14] kot poenostavljen model ,kaoti¢nega®
atmosferskega gibanja.

Od takrat je v matematic¢ni skupnosti prisotno izjemno zanimanje glede dinamic¢nih in topoloskih lastnosti Lo-
renzovih atraktorjev. V iskanju nizjedimenzionalne razlicice preproste druzine difeomorfizmov, ki dopusca ,kaoti¢no*
vedenje, je francoski astronom in matematik Michele Hénon [9] uporabil ra¢unalniske simulacije, in nasel ravninsko
difenciabilno Hénonovo funkcijo

Hap(z,y) = (1+y — az”, po),

ki kaze podobne ,kaoti¢ne* pojave za a = 1,4 in b = 0, 3, kot so jih opazili pri Lorenzovih atraktorjih. Benedicks in
Carleson [2] sta dokazala, da za mnogo parametrov a in b preslikava H,; premore atraktorje Aqp t.j.

Aap = ﬂ Hy,(U).
neN

Recemo, da je Aq,p druzina cudnih atraktorjev, ¢e za majhno spremembo parametrov (a,b) dobimo topolosko razli¢ne
(nehomeomorfne) atraktorje; po motivaciji zgoraj lahko temu pojavu re¢emo tudi ,topoloska razli¢ica ué¢inka metulja‘.

Slika 3: M. Hénon in aproksimacija atraktorja Aq, za parametre a = 1.4 in b = 0.3.

Matematiki so pozneje ugotovili, da so Hénonovi atraktorji dale¢ od enostavnih dinamic¢nih sistemov in da premo-
rejo Stevilne zanimive topoloske in mersko-teoreticne lastnosti. Zlasti topoloska klasifikacija Hénonovih atraktorjev
Se vedno predstavlja enega osrednjih odprtih problemov v topoloskih dinamic¢nih sistemih.

Da bomo bolje razumeli matemati¢ne pristope k studiji teh kompleksnih sistemov, moramo najprej razumeti
naslednje pojme.
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1.1 Metricni prostori

Metri¢ne prostore uvedemo, ko Zelimo govoriti o razdalji med to¢kami v neki mnozici. Ceprav so matematiki upora-
bljali in vedeli za pojem razdalje Ze prej, ga je prvi formaliziral francoski matematik René Maurice Fréchet v zacetku
dvajsetega stoletja.

Definicija 1.1 (Fréchet 1906). Metricni prostor M je mnoZica tock s pripadajoco funkcijo (metriko ali razdaljo) d :
M x M — R tako, da za vse x,y,z € M veljajo naslednji pogoji:

1. d(z,y) > 0 (nenegativnost)
2. d(z,y) =0, ée in samo e x =y (nerazdeljivost)
3. d(z,y)

4. d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (trikotniska neenakost).

=d(y,z) (simetricnost)

Evklidska metrika). = = (z1,2), ¥ = (y1,92) € R?, dg(z,y) == \/(xl —y2)2 + (z2 — y2)2.

Primer 1.2 (
Primer 1.3 (Manhattan metrika). = = (x1,22), vy = (y1,%2) € R?, dum(2,9) := |21 — y1| + |22 —y — 2].

Slika 4: Zelena pot ponazarja Evklidsko razdaljo med dvema ¢rnima tockama, vse ostale poti pa Manhattan razdaljo.

Naloga 1.4. Preveri, da sta dg in dus iz primerov zgoraj zares metriki na R2.

1.2 Kratek uvod v teorijo diskretnih dinamicnih sistemov
Metri¢ni prostor X je zaprt, Ce ima vsako zaporedje tock iz X limito prav tako v X.

Naloga 1.5. Argumentiraj, da sta tocka x € R in zaprt interval [0,1] C R zaprta prostora kot podprostora v R.
Argumentiraj tudi, da interval [0,1) ni zaprt prostor v R.

Metri¢ni prostor X z metriko d je omejen, Ce obstaja realno stevilo r > 0, tako da za vsaka z,y € X velja
d(z,y) < r. To pomeni, da so vse tocke v prostoru oddaljene med seboj za neko konéno razdaljo.

Naloga 1.6. Argumentiraj, da sta tocka © € R in zaprt interval [0,1] C R omejena prostora kot podporstora v R.
Argumentiraj tudi, da interval [0,00) ni omejen prostor v R.

Glavni objekti preudevanja v topoloskih dinamiénih sistemih so funkcije f: X — X kjer je X kompakten' metri¢ni
prostor in f je zvezna surjekcija. Prvi pristop je $tudija iteracij od f, ki so definirane induktivno: f° = idx in
fotl = f" o f. Torej,

ff=fofo...of.
—_—
n krat
Osnovna tehnika studiranja {f™},en je analiza periodicnih tock?. Ozna¢imo z Per(f,n) mnozico periodiénih tock
periode n in Per(f) = UnenPer(f,n). Oznacimo I := [0, 1].
Primer 1.7. Studirajmo funkcijo T : I — I definirano s predpisom T(x) = minger{2x,2 — 2x}. DokaZite, da je
Per(T) = 1.
I Metri¢ni prostor X C R™ je kompakten, ¢e je zaprt in omejen.

2 Tocka = € X z orbito orb(z, f) := {z, f(z), f2(x),...} je periodicéna s periodo n, e je f*(x) = =, n > 1 in je n najmanjse
tako Stevilo.
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Slika 5: Funkcija T" iz Primera 5. S ¢rno piko so oznacene tocke s periodo 1 (fiksne tocke), z modro tocke s periodo 2
in z oranzno tocke s periodo 3. Mnozico funkceij za katere je Per(f) = I ozna¢imo s Cpp(I) in jih imenujemo
kaoti¢ne. Take funkcije so bile popularizirane v odmevnem ¢lanku [13].

1.3 Kratek uvod v teorijo kontinuumov

Definicija 1.8. Kontinuum je kompakten povezan metricni prostor.

Kot je v teoriji dinamic¢nih sistemov osnovna tehnika studij periodi¢nih tock je v teoriji kontinuumov osnovna
tehnika konstrukcija novih kontinuumov vgnezdenih presekov. Intuitivno, tehnika kot vhodni podatek vzame vgnezden
neskoncen nabor kontinuumov z neprazno notranjostjo in njihov presek je nato novi kontinuum kot izhodni podatek.
Formalno je za to vedel ze nemsko-ruski matematik Georg Cantor konec devetnajstega stoletja.

' O

Slika 6: Preprosti primeri kontinuumov (od leve proti desni): toc¢ka, zaprti interval, kroznica in sin( %)—kontinuum.
Kot lep uvod v teorijo kontinuumov se zainteresiranemu bralcu priporo¢a knjiga od Nadlerja [16].

Izrek 1.9 (Cantor, 1880). Naj bo {Ar};2: C R™ mnoZica kontinuumov, tako da velja A1 D Az D As D As D ...
Potem je A = 0;0:1 Ay neprazen kontinuum.

Ceprav je tehnika intuitivno zelo enostavna, pa je njena uporaba toliko tezja, saj je tezko doloéiti, kaj bo dejansko
izhodni kontinuum. Organiziran nacin razmisljanja predstavljajo inverzne limite.
Naj bodo X; kontinuumi in f; : X;41 — X, zvezne surjekcije za vsak i > 0. Inverzna limita je definirana kot

@(Xl,fl) = {($0,$1,1‘2, .. ) € Xox X1 X .. ,;fi(ZL‘i+1) = Il}

Ceprav definicija izgleda dokaj zahtevna, pa obstaja intuitivna razlaga, kako razmisljati o inverznih limitah kon-
tinuumov, ki se dajo vloziti v ravnino R2. Podlaga za to je zgoraj naveden Cantorjev preseéni izrek. Le-ta zagotavlja,
da je vgnezdeni presek kontinuumov zopet kontinuum. Povezavo z inverznimi limitami pa predstavlja Anderson-
Choquetov vlozitveni izrek [1], ki ga bomo zaradi bolj jasne predstavite razlozili le intuitivno.

Anderson-Choquetov vlozitveni izrek rece, da imamo ravninsko predstavitev vgnezdenih presekov neke inverzne
limite, ¢e lahko za vsak ¢ € N nariSemo graf funkcije f; : X;41 — X; v ravnini poljubno blizu kontinuumu Xj;, tako
da je za vsako tocko x € X; tocka f;(x) narisana v ravnini poljubno blizu tocki z.

Primer 1.10. Recimo, da je za vsak i, X; = I in funkcija fi = T kot v Primeru 5. Potem se lahko inverzna limita
predstavi kot vgnezden presek podmmnozic v ravnini na Sliki 7; prvi korak je, da se odebeli interval [0, 1], v njega se narise
odebljen graf funkcije T in v njega odebeljen graf funkcije T2, itd. Z uporabo Anderson-Choquetovega vloZitvenega
izreka se da dokazati, da je vgnezdeni presek teh diskov homeomorfen® 1'&1(]7 T).
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Slika 7: Vizualna interpretacija Anderson-Choquetovega izreka za Primer 5.

Slika 8: Na levi aproksimacija Aqp za @ = 1.4 in b = 0.3 in na desni dendrit (lokalno povezan kontinuum brez
sklenjenih krivulj) z gosto mnozico razvejisc.

1.4 Hénonovi atraktorji in inverzne limite

Eden izmed najbolj pomembih nedavnih rezultatov na podrocju topoloskih dinamicnih sistemov je naslednji izrek, ki
rece, da se Hénonove atraktorje da predstaviti kot inverzno limito z eno vezno preslikavo, kar predstavlja prvi korak
proti dokazovanju topoloske klasifikacije teh atraktorjev.

Tzrek 1.11 (Boronski, Stimac 2023). Za vsak parameter (a,b) € BC obstaja dendrit* z gosto mnozico razvejisé Dqp in
zvezna surjektivna preslikava fob : Dapy — Da,p tako da je Aoy =~ l'&n(Da,b, fab)-

Slika 9: J. Boronski in S. Stimac

1.5 Psevdo-lok

V teoriji kontinuumov raziskovalci dostikrat iS¢ejo primere kontinuumov z zanimivimi in posebnimi lastnostmi. Kon-
tinuum K je razcepen, ¢e obstajata prava podkontinuuma A # B C K tako da velja AU B = K. Kontinuum K je
nerazcepen, Ce ni razcepen.

Naloga 1.12. Argumentiraj, da je interval [0,1] razcepen kontinuum. Kaj pa tocka; je tocka razcepen ali nerazcepen
kontinuum?

3 Funkcija f : X — Y je homeomorfizem, ¢e je zvezna bijekcija in je tudi njen inverz zvezen.
4 Dendrit je lokalno povezan kontinuum brez podkontinuumov, ki so homeomorfni kroznici.
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Naloga 1.13. Argumentirajte, da je vsak pravi podkontinuum od I homeomorfen I.

Primer 1.14. Kontinuum @([, T) se v literaturi imenuje Knasterjev ali BJK (Brouwer-Janiszewski-Knasterjev) konti-
nuum. Prva konstrukcija je bila dana s strani Brouwerja [7], ki ga je opisal kot prvi primer nerazcepnega kontinuuma.

Kontinuum K je dedno nerazcepen, Ce je vsak njegov podkontinuum nerazcepen. Matematiki so se po opisu BJK
kontinuuma zaceli sprasevati, ¢e obstaja se bolj kompliciran kontinuum, ki ima vsak svoj podkontinuum nerazcepen:
takim kontinuumom pravimo dedno nerazcepni kontinuumi. Da bi nek kontinuum bil dedno nerazcepen, ne sme,
recimo, vsebovati nobenega loka (homeomorfne slike enotskega intervala).

Tukaj se zacne zgodba psevdo-loka. Opisimo pot do njegovega odkritja in do formulacije imena.

RecCemo, da je Y pravi podkontinuum od X, Ce ni tocka in ni celoten X. Recemo, da je kontinuum nedegeneriran,
¢e vsebuje vec kot eno tocko.

Knaster 1922 [12]: prvi primer nedegeneriranega dedno nerazcepnega kontinuuma.

Bing, 1948 [3]: nov primer
homogenega kontinuuma.
Kontinuum K homogen: Vx,y € K
3 homeomorfizem h: K — K

tako da h(z) = y.

Bing, 1951 [4]:

vsi trije primeri so homeomorfni
med sabo (zvitost!).

Moise 1949 [15]: nov primer
kontinuuma, ki je homeomorfen
vsem svojim pravim
podkontinuumom (”psevdo-lok”).

A

Kljub temu, da ima psevdo-lok zanimive lastnosti, pa bi lahko kdo rekel, da nima smisla preucevati ta kontinuum,
saj se zaradi svojih zelo specifiénih lastnosti psevdo-lok najverjetneje naravno ne pojavlja pogosto. Da ta intuicija ni
pravilna je pokazal ze ameriski matematik R. H. Bing leta 1951 [4], ko je dokazal, da so topolosko tipi¢ni podkontinuumi
v R™ za vsak n > 2 prav psevdo-loki.

1.6 Psevdo-lok in nedavne klasifikacije

- T~ - =~ /N = - -
7 e SN, 7 e Tas //V\ \ g h
/ . a8 A~l\/ [ () >i\ { ,/+ /N \
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[ NN -\l/"/"\‘/" LAY /“ \l |
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Slika 10: Psevdo-lok lahko konstruiramo kot zaprtje vgnezdenega zaporedja vse bolj zvitih verig kot na tej sliki.

Kmalu po konstrukciji psevdo-loka in dokazih njegovih posebnih lastnosti so se matematiki zaceli sprasevati,
Ce obstajao Se drugi kontinuumi s temi lastnostmi. Dolgo casa sta bila dva izmed najveéjih odprtih problemov
v teoriji kontinuumov naslednja: karakterizacija ravninskih homogenih kontinuumov in karakterizacija ravninskih

20



0Od fizikalnih procesov do matematike in nazaj Predavatelji

kontinuumov, ki so homeomorfni vsem svojim nedegeniranim podkontinuumom. Nedavno sta kanadski matematik
Logan C. Hoehn in nizozemski matematik Lex Oversteegen odgovorila na obe odprti vprasanji in tako potrdila, da je
psevdo-lok zelo poseben ravninski kontinuum.

Izrek 1.15 (Hoehn, Oversteegen 2016 [10]). Tocka, kroznica, psevdo-lok in kroznica psevdolokov® so do homeomorfizma
edini homogeni planarni kontinuumd.

Izrek 1.16 (Hoehn, Oversteegen 2020 [11]). Psevdo-lok je edini planarni kontinuum, ki je homeomorfen vsem svojim
nedegerneriranim podkontinuumom.

Slika 11: L. C. Hoehn in L. Oversteegen

1.7 Zvitost in psevdo-lok

V tem poglavju bomo podali Se definicijo psevdo-loka preko inverznih limit na intervalu; ta temelji na posebnem
pogoju (zvitosti) glede funkcijskih vrednosti funkcij na intervalu.

Definicija 1.17. Naj bo f: I — I, a<b e I ind > 0. Pravimo, da je funkcija f é-zvita med a in b, ce za vsaki dve
tocki c,d € I, za kateri je ¢ < d in tako da je f(c) = a in f(d) = b, obstajata tocki ¢ < ¢ < d' < d, tako da velja
|b— f(c)] <6 in|a— f(d)] < 5. Redemo, da je f §-zvita, ce je §-zvita med poljubnima paroma tock.

7 bI<5

wiro
T
|
|
|
|
|
»
|
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Slika 12: 1/3-zvita funkcija na intervalu

Naloga 1.18. Dokazi, da je funkcija f iz Slike 12 1/3-zvita, ni pa 1/4-zvita.
Naloga 1.19. Konstruiraj 1/4-zvito funkcijo f : I — I, tako da je f(0) =0 in f(1) = 1.

Izrek 1.20 (Bing 1951 [4]). Nedegeneriran kontinuum @(I, f) je psevdo-lok <= f: 1 — I je taka da¥6 >0 3In >0,
tako da je f™ §-zvita.

5 Za definicijo poglejte [5].
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1.8 0Od matematike nazaj k naravnim procesom?

Nedavno sva se z kolegom raziskovalcem vprasala kako pogosto se pojavlja psevdo-lok kot inverzna limita funkcij na
intervalu in dokazala naslednji rezultat.

Izrek 1.21 (C., Oprocha, 2022 [8]). Za tipi¢ne funkcije f € Cpp(I) je @(I,f) psevdo-lok.

Ugotovila sva tudi, da ima psevdo-lok velik potencial, da se pojavi kot atraktor naravnih procesov in pa tudi kot
limitni proces dolocenih racunalnigkih simulacij. Za ve¢ informacij naj zainteresiran bralec pogleda v ¢lanek [8].

Izrek 1.22 (C., Oprocha, 2022 [8]). Parametrizirane druzine homeomorfizmov z atraktorji homeomorfnimi psevod-
lokom se lahko pojavijo kot ¢udni atraktorji fizikalnih modelov in kot atraktorji dolocenih racunalniskih simulacij.

Zgornja izreka (ki sta z ve¢ podrobnostmi navedena v [8]) sva dokazala z rigoroznimi mateniati¢nimi metodami,
kar pa se vedno manjka, je dejanska povezava s fiziko; to odpira moznost raziskav v prihodnosti.
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Kvantni rac¢unalniki

dr. Matija Pretnar
Fakulteta za matematiko in fiziko, Univerza v Ljubljani

V medijih pogosto beremo, da so kvantni racunalniki hitri, ker jim kvantna superpozicija omogoca, da so v vec
stanjih hkrati, s ¢cimer lahko izracunajo vse mozne rezultate v enem samem koraku. Kot smo videli, stvari niso tako
preproste, saj se kvantni svet obnasa tudi tako, da na koncu lahko preberemo le enega od vseh rezultatov, pa Se
ta je naklju¢no izbran. Da bi vseeno pripravili racunalnik do tega, da izracuna rezultat, ki si ga Zelimo, moramo
biti malo bolj zviti in uporabiti interferenco, s katero se nezeleni rezultati med seboj izni¢ijo. Na predavanju smo
spoznali nenavadne vidike kvantnega sveta ter si ogledali Groverjev algoritem za iskanje igle v kopici sena (natancneje,
zaporedja bitov, za katerega dana funkcija vrne 1).
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Modeliranje zivljenjskih zavarovanj

mag. Andreja Cic

Zavarovalnica Sava

1 Uvod

Na kratko bomo predstavili zZivljenjska zavarovanja in kako ustrezno predvideti prihodnje dogajanje, ki se lahko
razteza Cez vec desetletij. Kateri so kljucni dejavniki, ki vplivajo na prihodnje dogajanje in kako jih ustrezno zajeti
v modelu? Osredotocili se bomo na biometri¢ne predpostavke, ki temeljijo na spolu, starosti, lahko pa je upostevan
tudi zivljenjski slog, zdravstveno stanje in poklic. Poskusali bomo zgraditi poenostavljen model za napovedovanje
prihodnjega dogajanja z uporabo verjetnosti.

2 Zivljenjska zavarovanja

Zivljenjska zavarovanja so namenjena zadciti pred finanénimi posledicami dogodkov kot so smrt, nastanek bolezni,
trajna ali zacasna delovna nesposobnost in invalidnost. Nekatera zivljenjska zavarovanja kot je meSano zavarovanje in
rentno zavarovanje so tudi oblika varevanja z moznostjo pripisa dobicka. Ob osnovnem zavarovanju so mozna tudi
dodatna zavarovanja kot na primer za nezgodno smrt, nezgodno invalidnost in drugo mnenje. Natancna opredelitev
zivljenjskega zavarovanja je v splosnih in dodatnih pogojih zavarovanja. Delitev zivljenjskih zavarovanj na zavarovalne
vrste je dolocena v Zakonu o zavarovalnistvu.

2.1 Primer riziko zivljenjskega zavarovanja za kritje smrti

Zanima nas kaj so prihodki zavarovalnice, kaj so odhodki zavarovalnice in kaj vpliva na visino prihodkov in odhodkov.
Prihodki so v grobem premije, odhodki pa izplacila skod in stroski.

Na prihodke in odhodke vpliva verjetnost smrtnosti, vendar je to le eden izmed dejavnikov. Pri tem je verjetnost
smrtnosti odvisna od starosti, spola, poklica, zdravstvenega stanja in vpliva tako na prihodke torej premije in odhodke
torej izplacila skod. V informativnem primeru je premija odvisna tudi od Stevila korakov, ki jih posameznik opravi
na dan in se meri z aplikacijo. Dodatno na placilo premije vplivajo prekinitve pogodb in plaéilna disciplina. Stroski
zavarovalnice so vezani na sklepanje polic, placilo premije, izplacilo skod ter vodenje polic.

Na koncu pokazemo Se projekcijo zivljenjskih zavarovanj, ker upostevamo le smrtnost in vpliv Stevilo korakov
na premijo. Ostale dejavnike zanemarimo, ker je pridobivanje predpostavk kompleksno, ni dostopno, hkrati pa se
prepletajo razlicni dejavniki, ki so lahko odvisni. Zavarovalnice uporabljajo programska orodja za projekcije, kjer se
modelira portfelj zavarovalnice in uporabijo primerne predpostavke, ki temeljijo na strokovni presoji.

Literatura

[1] Riziko zivljenjsko zavarovanje, Zavarovalnica Sava, 2023, https://savang.savaregroup.si/media/store/sl-SI/slike/
Mapa-Riziko-2023.pdf [Dostopno 15. 8. 2024].
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Modeliranje Zivljenjskih zavarovanj Predavatelji B

INFORMATIVNI PRIMER:

Blaz Zeli pri dopolnjenem 40. |etu starosti skleniti Riziko Zivljenjske zavarovanje. Zaradi najema
dolgoroénega kredita potrebuje zavarovanje z zavarovalno vsoto 100.000 EUR za obdobje 20 let.
Na voljo ima dve moinosti — konstantno ali padajoéo zavarovalne vsoto, ki sta prikazani v spodnji
tabeli in grafu.

STAROST 40 let
DOBA ZAVAROVANIJA 20 let
ZAVAROVALNA VSOTA 100.000 EUR
Konstantna zavarovalna vsota Padajoéa zavarovalna vsota
- Zavarovalna vsota, dogovorjena
avarovalna vsota, ob sklenitvi, se v Casu
VRSTA ZAVAROVALNE VSOTE dogovojena ob sklenitwi, trajanja zavarovanja po letih
ostane enaka ves €as trajanja zniZuje, tako da je v zadnjem
zavarovanja. zavarovalnem letu enaka 3.000
EUR.
Osnovna premija 2092 881
Bonus kategorija C**
{povpre&no min. 4.500 korakov L 7,18
Bonus kategorija B**
(povpreéne min 6.000 korakow) A 744
Bonus kategorija A**
(povpreéno mI;E. 9.000 korzkov) 16,21 710

* Mesecne premije so v EUR in ne upoitevajo B,5 % DPZP. Premije so informativne narave in za zavarovalnico niso zavezujoce.
Premije upodtevajo, da zavarovanec ne opravlja tveganega poklica oz. se ne ukvarja s tvegano prostocasno dejavnostjo.

** Dosezena bonus kategorijea je osnova za obracunski popust na premijo na osnovi izmenjave podatkov o dosefenem Stevilu korakov
v obdobju beleZenja v skladu s Splognimi pogaoji Programa spodbud za zdrav Zivijenjski slog SavaFit.

Slika 1: Informativni primer riziko zivljenjskega zavarovanja [1].
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Stevilske vrste

Katja Anzeljc, Aljaz Bratkovi¢ Odar, Val Cokl
Mentorica: Kaja Rajter

Povzetek

V projektu so obravnavana stevilska zaporedja in vrste. Predstavljena sta pojma konvergence in divergence, racunanje
s Stevilskimi vrstami ter kljucni izreki, ki povedo, kdaj preureditev vrstnega reda ¢lenov vpliva na vsoto vrste.

1 Uvod

Pri klasicnem sestevanju stevil lahko uporabimo komutativnost, torej moznost prerazporejanja Clenov, saj velja
a+b=>b+a. Zanima nas, ali komutativnost velja tudi za neskonc¢ne vsote. Pred nami je naloga, s katero bomo
poskusili ugotoviti, kaj se dogaja.

Naloga 1.1. Z upostevanjem rezultata
oo (_1)n71
Z —— =1In2
n
n=1

Ppoisci vsoto spodnje vrste, ki jo dobimo z zamenjavo vrstnega reda clenov dane vrste na naslednji nacin

1 1 1
i=303)
1,1(1,1)

3 6 8 6 & 2\3 4)°

oo 1t 1 _i_l( 1 _L)
- T 2\2n—-1 2n/°

n
n=1
dobimo
T N (R EETCE P
2 4 3 6 8 T2 2) 2\3 4) 277

Opazimo, da lahko z zdruzevanjem razli¢nih ¢lenov vrste pridemo do dveh razliénih rezultatov. V ¢lanku bomo
spoznali, zakaj se to zgodi.
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2 Stevilska zaporedja

Preden se poglobimo v zanimivosti stevilskih vrst, spoznajmo nekaj osnovnih pojmov in lastnosti stevilskih zaporedij,
ki so osnova za sStevilske vrste.

Definicija 2.1. Zaporedje je preslikava iz naravnih Stevil v realna Stevila. Oznacimo ga z (an)n.

Nekatera pomembna zaporedja so aritmeti¢na zaporedja in geometrijska zaporedja. Posebej znano je tudi Fibo-
naccijevo zaporedje, ki ga definiramo kot

=1 F=1Fs=F+Fk=2 ..., Fhyo=F,+ Frt1, ...
Oglejmo si nekaj lastnosti, ki jih lahko ima zaporedje.

Definicija 2.2. Zaporedje je navzgor omejeno, ce obstaja taksen M € R, da veljo a, < M za vsak n € N. Stevilo M
imenujemo zgornja meja. Najmanjso zgornjo mejo navzgor omejenega zaporedja imenujemo supremum.

Podobno definiramo pojme navzdol omejeno zaporedje, spodnja meja in infimum.

Zaporedje je omejeno, ce ima zgornjo in spodnjo mejo.

Zaporedje (an)n vsebuje neskoncéno mnogo ¢lenov, zato nas pogosto zanima, kaj se dogaja s €leni zaporedja za
velike n.

Definicija 2.3. Zaporedje (an)n konvergira proti a € R, ¢e za vsak € > 0 obstaja N € N, da za vsak n > N, wvelja
lan, — a| < e. Stevilo a se imenuje limita zaporedja. Zaporedje, ki ne konvergira proti nobenemu realnemu stevilu a,
divergira.

Limito zaporedja (an)n 0znacimo z limy,— oo Gn.

Zaporedje s splosnim ¢lenom a, = % ima limito 0. Prav tako ima limito 0 geometrijsko zaporedje s splosnim
¢lenom b,, = -

Definicija 2.4. Zaporedje konvergira proti neskonéno, ce za vsak M € R obstaja nek N € N, da za vsak n > N wvelja
an > M.

Zaporedje naravnih Stevil konvergira proti neskon¢no.
Med lastnostmi, ki veljajo za konvergentna zaporedja, lahko dokazemo naslednjo trditev.

Trditev 2.1. Vsako konvergentno zaporedje je omejeno.

Dokaz. Najbo e =1 in a limita zaporedja (an)n. Po definiciji konvergence obstaja tak N € N, da za vse n > N velja,
da a, lezi na intervalu (a — 1,a + 1). Potem je zgornja meja zaporedja enaka max{ai,...,an—1,a+ 1}, spodnja meja
pa je min{as,...an—1,a — 1}. O

Omenimo se, kdaj je zaporedje narascajoce in kdaj padajoce.

Definicija 2.5. Zaporedje je naraséajoce, ce velja ant1 > an za vsak n € N. Zaporedje je strogo naras¢ajoce, ce velja
An+1 > an 2a vsak n € N.
Podobno definiramo padajoce in strogo padajoce zaporedje.

Zaporedje naravnih stevil je strogo narascajoce zaporedje. Konstantno zaporedje je narascajoce in padajoce, ni
pa niti strogo narascajoce niti strogo padajoce.
Za narascajoca in padajocCa zaporedja velikokrat veljajo podobne lastnosti, zato uvedemo naslednje poimenovanje.

Definicija 2.6. Zaporedje je monotono, ce je narascajoce ali padajoce. Zaporedje je strogo monotono, ce je strogo
narascajoce ali strogo padajoce.

Tako kot se v zivljenju srecujemo z resnicami, se v matematiki srecujemo z izreki. Pri dokazovaju konvergence
nam velikokrat pomaga naslednji izrek.

Izrek 2.1. Monotono zaporedje je konvergentno natanko tedaj, ko je omejeno.
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Dokaz. Ce je monotono zaporedje konvergentno, je po trditvi 2.1 omejeno. Denimo, da je monotono zaporedje (an)x
omejeno. Dovolj je obravnavati primer, ko je (an)n naraséajoce zaporedje. Ker je zaporedje (an), omejeno, ima
supremum, ki ga oznac¢imo s S. Izberemo poljuben € > 0. Ker velja S — e < S, stevilo S — € ni natan¢na zgornja
meja. Torej obstaja nek €len a;, da velja a; > S — e. Ker je (an)n narascajoCe zaporedje, velja ant1 > an za vsak
n € N. Ker je S zgornja meja, so vsi ¢leni manjsi od S, med drugim tudi ¢leni od a; naprej, ki zato lezijo na intervalu
(S —¢,S5). Po definiciji 2.3 zaporedje konvergira proti S, saj za vsak £ > 0 obstaja tak N, da za vse n veéje ali enake
N ¢len ay, lezi na intervalu (S —e,5 + ¢). O

Seveda pa moramo teorijo preizkusiti tudi v praksi, zato si oglejmo primer.

Naloga 2.1. Ugotovi, ali je zaporedje s splosnim clenom

1 1 1
+...+ =

monotono. Ali je omejeno?

Na zacetku si oglejmo prvih nekaj clenov zaporedja

1

al—g,
1,17
@=3+1= 1
11 137
“=1t5+ 5= 60

Poskusimo dokazati, da je zaporedje narascajoce. To bo veljalo natanko tedaj, ko velja ant1 > an za vsak n € N.
Vstavimo predpis za an in dobimo
1 1 1 1 1 1 1 1

oo+ = > A
n+2+n+3+ +2n+2n+1+2n+2*n+1+n+2+ +2n7

kar je ekvivalentno
1 1 1

+ > )
2n+1 2n+2 " n+1
Neenakost pomnozimo z izrazom (n+ 1)(2n + 2)(2n 4+ 1) in dobimo

(n+1)@2n+2)+ (n+1)(2n+1) > (2n+1)(2n + 2).

Zgornji izraz se poenostavi v
221,
zato je zaporedje narascajoce.

Dokazimo se, da je zaporedje omejeno. Velja

1 1 1
n+1+n+2+"'+%<n+1'

ap = n<l1,
zato je zaporedje navzgor omejeno. Zaporedje je omejeno tudi navzdol, saj so po definiciji vsi cleni pozitivni. Spodnja
meja zaporedja je 0. Po izreku 2.1 vemo, da zaporedje konvergira.

S konvergentnimi zaporedji lahko tudi ra¢unamo. Naj bosta (an)n, (bn)n konvergentni zaporedji in naj bo
limp o0 an = A ter limy—oo by = B. Potem konvergirajo tudi zaporedja (an & bn)n in (an - bn)n. Limita zapo-
redja (an £ bn)n je A=+ B, limita zaporedja (an - by)n pa je enaka A - B. Ce je b, # 0 za vsak n € Nin B # 0,
konvergira tudi (an/bn)n, limita tega zaporedja pa je enaka A/B.

29



Stevilske vrste Clanki udelezencev

3 Stevilske vrste

Definicija 3.1. Naj bo (an)n zaporedje. Neskoncna vrsta ar + az + ...+ an + ... se imenuje Stevilska vrsta zaporedja

(an)n, ki jo oznacimo z
o0
E an.
n=1

Clen a,, imenujemo n-ti splosni ¢len vrste.
Ker ne znamo dolociti vsote neskon¢no mnogo stevil, si lahko pri tem pomagamo z zaporedjem delnih vsot.

Definicija 3.2. Dana je Stevilska wvrsta ZZOZI an. Definirajmo zaporedje (sn)n kot s1 = a1, s2 = a1 + az,

s3=ai+az+as, ..., spn=a1+azx+...+an, ..., ki ga imenujemo zaporedje delnih vsot vrste ZZO:1 an, -

Delne vsote lahko uporabimo pri doloc¢anju, ali vrsta konvergira ali divergira.
Definicija 3.3. Ce zaporedje delnih vsot stevilske vrste konvergira/divergira, potem recemo, da vrsta konvergira/diver-

gira. Limiti zaporedja delnih vsot pravimo vsota vrste.

3.1 Geometrijska vrsta

Definicija 3.4. Geometrijska vrsta je vrsta oblike ZZO:O aq™, kjer sta a,q € R.

Ce je |q| < 1, vrsta konvergira in ji lahko priredimo vsoto, ki je enaka S = 1%(1. V nasprotnem primeru vrsta
divergira. Poglejmo si nekaj primerov geometrijskih vrst.
Cejegq= —%, dobimo vrsto 1 — % + i — % + %6 — 3% + .+ (—1)"2% + ..., ki ima vsoto % Ce za ¢ izberemo 2,

dobimo vrsto 1 +2+44+84+16 4324 ... +n? + ..., ki divergira.

| =
(=2
=

DO =

=

Slika 1: Grafi¢na predstavitev geometrijske vrste za ¢ = %

Slika 1 prikazuje vrsto
Slika 2 prikazuje vrsto

00|
M

+itit+ et tagto -t t...=1
ittt tmt...=

[SSIEENIE
Ol =
N

=
(SIS

3.2 Vrste z nenegativnimi ¢leni

Ker so vsi ¢leni vrste nenegativni, je zaporedje delnih vsot narascajoce. Iz izreka 2.1 sledi naslednja trditev.

Trditev 3.1. Vrsta z nenegativnimi cleni konvergira natanko tedaj, ko je zaporedje njenih delnih vsot navzgor omejeno.
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Slika 2: Grafi¢na predstavitev geometrijske vrste za ¢ = %

Za lazje ugotavljanje konvergentnosti ali divergentnosti vrste lahko uporabimo primerjalni kriterij.

Izrek 3.1 (Primerjalni kriterij). Naj bosta ZZOII an N ZZOZI by, vrsti z nenegativimi cleni, za kateri velja 0 < an < by,
za vse n € N.

1. Ce 22021 bn konvergira, potem tudi Y - . an konvergira.

n=1
2. Ce ZZO:1 an divergira, potem tudi ZZO:1 bn, divergira.

Dokaz. Definirajmo s, kot n-to delno vsoto vrste ) > | an in ¢, kot n-to delno vsoto vrste ) " bn. Kersta ) " an

=1
. oo . . . . v . .. . v v . Ve
in anl bn vrsti z nenegativnimi Cleni, sta zaporedji (¢,)n in (sn)n narascéajoci.

1. Vrsta Z:;l br, konvergira, zato konvergira tudi zaporedje (t,)n. Sledi, da je to zaporedje navzgor omejeno z
mejo M € R. Iz pogoja vemo, da je sp < tn, zato ima tudi (sn)n zgornjo mejo M. Sledi, da je (sn)n navzgor

omejeno zaporedje, torej je po izreku 2.1 konvergentno in vrsta Zzo:l an konvergira.

2. Ker vrsta Zzo:l an divergira, divergira tudi zaporedje (sn)» in je zato navzgor neomejeno. Iz pogoja sledi, da
je sn < tn, zato je tudi (tn)n. navzgor neomejeno, torej je po izreku 2.1 divergentno. Sledi, da vrsta Zf;l bn,
divergira.

g

3.3 Absolutna in pogojna konvergenca

Definicija 3.5. Dana je vrsta ZZO oozl

~ . oo . .
_,an. Ce je anl |an| konvergentna, pravimo, da je vrsta Zn an absolutno
konvergentna.

Primer absolutno konvergentne vrste je vrsta

nl
+... 4+ D =+

+ o

1=

Jr

N | =

[M]#

an =1-— 1
" 16 32

| =

n=0

Definicija 3.6. Dana je stevilska vrsta Zf;l an. Ce je vrsta 220:1 an konvergentna, ni pa absolutno konvergentna, je
pogojno konvergentna.
Vrsta
anp = 1- +

n=1



Stevilske vrste Clanki udelezencev

je pogojno konvergentna, saj konvergira proti In 2, vrsta

1

- 11 1 1
Dolanl =145 +g+gto+etot o+

1
3 56 n

n=1
pa je t.i. harmonicna vrsta, ki je znana divergentna vrsta.

Izrek 3.2 (Leibnitzov kriterij za alternirajoce vrste). Naj bo an padajoce zaporedje z limito 0. Potem vrsta Z:;l (=1)"an

konvergira.

1 1 1

Preverimo, ali je vrsta 1—%4—%—%—1—%—%—1—. . A—i-(—l)"*l%—&m .. konvergentna. Ker je zaporedje 1, 5, 5,..-, 7, - -

padajoce in ima limito 0, je nasa vrsta konvergentna.

4 Preureditve vrst

Definicija 4.1. Naj bo ZZO:1 an Stevilska vrsta in naj bo m: N — N bijektivna funkcija. Vrsto ary + ar(2) + ar) +
...+ Ar(n) + ... imenujemo preureditev vrste Zzozl Qn, -

Zanima nas, koliko je vsota vrste, e vrstni red njenih ¢lenov med seboj premesamo.

Izrek 4.1. Naj bo ZZO:
konvergira in velja

1 Gn absolutno konvergentna vrsta in m: N — N bijektivna preslikava. Potem vrsta Zio:l Qr(n)

Z Qr(n) = Z Qn .
n=1 n=1

Ce je vrsta absolutno konvergentna, s preureditvijo vrstnega reda ¢lenov torej ne vplivamo na vsoto vrste. To pa
ne velja za pogojno konvergentne vrste.

Izrek 4.2. Naj bo ZZO:I an pogojno konvergentna vrsta. Potem za vsak A € R obstaja bijektivna presiikava w: N — N,
da je Z:;l Ar(n) = A. Se veé, obstajata tudi bijektivni preslikavi w1, mo: N = N, da je limy, 00 E:Zl Gy (n) = OO N

limym,— 00 anl Ary(n) = —00.

Dokaz. Predpostavimo lahko, da noben od ¢lenov v vrsti ni enak 0. Naj bo (sn)n zaporedje delnih vsot vrste Zill Qn,
torej
Sp=a1+az+az+...+an.

Naj bodo pi, p2, ..., Pk, ... zaporedoma vsi Cleni zaporedja (an)n, za katere velja a, > 0, in naj bodo
qi, 92, - - -5 Gm, . .. zaporedoma nasprotne vrednosti vseh ¢lenov zaporedja (an)n, za katere velja a, < 0.
Naj pr(n) 0znacuje n-to delno vsoto vrste Zzl pi, sestavljeno iz natanko tistih ¢lenov, ki so tudi med prvimi n
¢leni vrste Zfil a;.
Pr(n) =P1+D2+p3+ ...+ Pk
Podobno definiramo tudi g, (n).
Gmn) =N +q@2+ g3+ ...+ qm.

Opazimo, da velja k +m = n, zato je
tn = |a1| + |a2\ + |a3\ +...+ |an| = Pr(n) T Am(n)-

Oznacimo Z:ozl pr z (1) in Z:zl gm 7 (2). Dokazimo, da obe vrsti divergirata. Lo¢imo dva primera.

Recimo, da (1) in (2) konvergirata. Sledi, da (¢n)» konvergira, ker je razlika konvergentnih zaporedij, kar vodi v
protislovje, saj smo predpostavili, da vrsta 22021 an ni absolutno konvergentna.

Recimo, da (1) konvergira, (2) pa divergira. Velja

Sp=pP1+pP2+...+Pk— Q@ —q2— ... = Gm = Pk(n) — dm(n)-

Torej je gm(n) = Pk(n) — Sn. Zaradi konvergence zaporedij (pi(n))n in (Sn)n bi moralo konvergirati tudi zaporedje
(@m(n))n. Pridemo do protislovja, ker smo predpostavili, da (gm(n))n divergira. Ce (1) divergira in (2) konvergira, se
zgodi podobno.
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Vrsta )~ an konvergira, zato zaporedje (a,)n konvergira proti 0. Sledi, da tudi podzaporedji (pn)n in (gn)n
konvergirata proti 0.

Naj bo A € R. Poglejmo, kako moramo preoblikovati vrsto, da bo njena vsota enaka A. Ker je vrsta Z:ozlpn
divergentna, obstaja najmanjse tako Stevilo k1 € N, da je

p1+p2+p3+...+pr > A
Podobno obstaja najmanjse tako stevilo mi1 € N, da je
Prtp2+pst+... Py — @ —q2—Gq3— ... —qm, <A

Nadaljujemo na isti nacin.
Ker je limita limy, oo DPr(n) = 0 in limy, o0 Gm(n) = 0, ima vrsta po konstrukciji vrednost A.

5 Zakljucek

ODb ponovni obravnavi vrste iz uvoda lahko sedaj reCemo, da je dana vrsta pogojno konvergirala, saj nam je uspelo s
preureditvijo vrste dobiti dve razlicni vsoti. Ugotovili smo, da se pri preureditvi absolutno konvergentne vrste vsota
ohrani, nasprotno pa lahko pogojno konvergentno vrsto preuredimo tako, da za vsoto dobimo poljubno realno stevilo
ali +o0.
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Neskonénost mnozic

Eva Bracun, Ema Franko, Timotej Potocnik
Mentorica: Katarina Grilj

Povzetek

V ¢lanku ponovimo osnovne pojme funkcij, s pomocjo katerih primerjamo moc¢i neskonénih mnozic. Dokazemo, da
zaradi Cantorjevega izreka o poten¢nih mnozicah obstaja neskon¢no razli¢nih neskonc¢nosti. S pomocjo lastnosti slik
mnozic dokazemo Cantor-Schroder-Bernsteinov izrek.

1 Uvod

Neskonc¢nost je zanimiv a nenavaden koncept. Ljudje si jo predstavljajo na razlicne nac¢ine. Mnogi ob besedi ne-
skoncnost najprej pomislijo na vesolje, drugi na premice in ravnine, medtem ko nekaterim na misel pade neskoncéno
sovrastvo do predmeta slovenscine. Mi pa se bomo osredotocili na primerjavo moci neskon¢nih mnozic in raziskovanje
razli¢nih neskoncnosti.

2 Ponovitev osnovnih pojmov funkcij
Preden se poglobimo v neskon¢nost mnozic, se spomnimo osnovnih pojmov in lastnosti funkcij.

Definicija 2.1. Naj bosta A in B mnozici. Funkcija f: A — B je:

e injektivna, ce poljubna razlicna elementa iz A preslika v razlicna elementa iz B,

e surjektivna, ce je vsak element iz B slika vsaj enega elementa iz A,

e bijektivna, ce je injektivna in surjektivna.

Ce je funkcija f: A — B bijektivna, je vsak element y € B slika natanko enega elementa x € A. Njena inverzna
funkcija f~': B — A je potem definirana s predpisom f~'(y) = 2. Za inverzno funkcijo velja f~'(f(a)) = a za vsak

a € Ain f(f71(b)) = b za vsak b € B. Vemo, da je funkcija bijektivna natanko takrat, ko obstaja njena inverzna
funkcija. Za dokaz bijektivnosti funkcije je torej dovolj dokazati obstoj inverzne funkcije.

Trditev 2.1. Ce je funkcija bijektivna, je njena inverzna funkcija prav tako bijektivna.

Dokaz. Naj bo f: A — B bijektivna funkcija in x, y € B. Predpostavimo, da velja f~*(z) = f~(y). Iz tega sledi
F(F =) = f(f ' (y)). Ker je f! inverzna funkcija od f, velja x = y. S tem smo dokazali, da sta sliki dveh
elementov enaki le, ¢e sta elementa enaka. Funkcija f~' je torej injektivna.

Dokazimo $e surjektivnost. Izberimo poljubni element a € A. Ker velja f~'(f(a)) = a, je f~* surjektivna, saj smo
nasli element iz mnozice B, ki se slika v element a. Ker je funkcija f~! injektivna in surjektivna, je tudi bijektivna.
O

Definirajmo $e kompozitum funkcij in dokazimo nekaj njegovih osnovnih lastnosti.

Definicija 2.2. Naj bodo A, B in C mnozice ter f: A — B in g: B — C funkciji. Kompozitum funkcij f in g je
funkcija s predpisom

z = g(f(=)),

ki slika iz mnozice A v mnozico C. Oznacimo jo z go f.
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Trditev 2.2. Naj bosta f: A— B in g: B — C funkciji. Ce sta f in g:
e injektivni, je tudi g o f injektivna,
e surjektivni, je tudi g o f surjektivna,

o bijektivni, je tudi g o f bijektivna.

Dokaz. Najprej predpostavimo, da sta f in g injektivni funkciji. Naj bosta x, y € A taka elementa, da velja
(go f)(z) =(go f)(y). Po definiciji kompozituma je to enako g(f(x)) = g(f(y)). Zaradi injektivnosti funkcije g velja
f(x) = f(y). Ker je tudi funkcija f injektivna, sledi z = y.

Nato predpostavimo, da sta f in g surjektivni funkciji. Izberemo poljuben ¢ € C. Zaradi surjektivnosti funkcije
g vemo, da obstaja nek element b € B, ki ga ¢ slika v ¢, torej g(b) = ¢. Prav tako zaradi surjektivnosti f vemo, da
obstaja nek element a € A, za katerega velja f(a) = b. Posledi¢no kompozitum g o f preslika element a v c.

Kot zadnje predpostavimo, da sta f in g bijektivni funkciji. Ker za kompozitum g o f velja, da je injektiven in
surjektiven, je tudi bijektiven. O

3 Moc¢ mnozic

Mo¢ mnozice lahko definiramo kot stevilo njenih elementov, vendar je s prestevanjem mogoce primerjati le mnozice
s koncnim Stevilom elementov. S pomocjo spodnjih definicij pa bomo lahko primerjali Se mo¢i mnozic z neskon¢nim
Stevilom elementov. Najprej si poglejmo, kdaj imata mnozici enako moc.

Definicija 3.1. Mnozici A in B imata enako mo¢, kadar obstaja bijektivna preslikava f: A — B. Mmnozici, ki imata
enako moc, sta ekvipolentni, kar oznacimo z |A| = |B).

S pomocjo lastnosti inverzne funkcije in kompozituma, ki smo jih dokazali v prejsnjem razdelku, lahko dokazemo
naslednje trditve.

e Ce velja |A| = | B|, velja tudi |B| = |A|, saj je inverzna funkcija f~* bijektivna.

o Ce veljata enakosti |A| = |B| in |B| = |C|, velja tudi |A| = |C| zaradi bijektivnosti kompozituma g o f, ki slika
iz mnozice A v C.

e Enakost |A| = |A] velja, saj je funkcija, ki vsak element x € A preslika vase, bijektivna.

Definicija 3.2. Moc¢ mnozice A je manjsa ali enaka moéi mnozice B, ¢e obstaja injektivna preslikava f: A — B.
Moc¢ mnozice A je manjSa od moci mnozice B, ce obstaja injektivna preslikava f: A — B, ampak ne obstaja
bijektivna preslikava iz mnozice A v mnoZico B.

4 Mo¢ci neskonénih mnozic

V tem poglavju zelimo ugotoviti, ali so moci razlicnih neskon¢nih mnozic enake ali se razlikujejo.
Najprej primerjamo mo¢ mnozice naravnih stevil N z moc¢jo mnozice naravnih stevil, ki ji dodamo stevilo 0. Tako
mnozico oznac¢imo z Np.

Trditev 4.1. Moc¢ mnoZice naravnih stevil je enaka moci mnoZice No

Dokaz. Definiramo funkcijo f: N — Ny s predpisom f(n) = n — 1. Da bi dokazali, da imata mnozici enako mo¢, je
dovolj preveriti, da je ta funkcija bijektivna.

Najprej preverimo injektivnost. Izberemo poljubna elementa n, m € N, za katera velja f(n) = f(m). Uporabimo
predpis funkcije, da enac¢bo preoblikujemo v n — 1 = m — 1. Enacbo uredimo in dobimo n = m, torej je funkcija f
injektivna.

Nato preverimo surjektivnost. Izberemo poljuben element a € Ny. IS¢emo element iz N, ki ga funkcija f preslika
v a. Ugotovimo, da velja f(a + 1) = a. S tem smo dokazali surjektivnost. Ker je f injektivna in surjektivna, je
bijektivna.

Pois¢emo Se inverz funkcije f. Na podlagi predpisa osnovne funkcije dolo¢imo, da je njen predpis f~(n) = n+ 1.
Preverimo lahko, da velja f(f~*(n)) = n. O
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Primerjamo se mo¢ mnozice naravnih stevil z moc¢jo mnozice sodih naravnih stevil. S tem smo mnozici N odstranili
neskoncno Stevilo elementov.

Trditev 4.2. Mnozica sodih naravnih Stevil ima enako moc kot mnoZzica naravnih stevil.

Dokaz. Naj bo A mnozica sodih naravnih $tevil. Definiramo f: N — A s predpisom f(n) = 2n. Da dokazemo
bijektivnost funkcije f, moramo dokazati injektivnost in surjektivnost.

Injektivnost preverimo z izbiro poljubnih elementov n, m € N, za katera velja f(n) = f(m). S pomocjo predpisa
funkcije preoblikujemo enacbo v 2m = 2n. Enacbo uredimo in dobimo n = m. S tem smo dokazali injektivnost
funkcije f.

Surjektivnost funkcije f dokazemo tako, da izberemo poljuben element z € A in iS¢emo element iz N, ki ga bo
funkcija f preslikala v . Iz predpisa sklepamo, da je f(§) = . Ker je x sodo Stevilo, vemo, da je § naravno stevilo.
Funkcija f je torej surjektivna. (]

Primerjamo $e mo¢ mnozice N z mnozico celih stevil Z. S tem smo mnozici N dodali neskoncno stevilo elementov.
Trditev 4.3. Moc mnoZice naravnih stevil je enaka moci mnoZice celih stevil.

Dokaz. Naravna in cela Stevila razporedimo v vrsto na spodaj prikazan nacin.

1
o1 -1 2 -2 3 =3

Na podlagi tega zelimo definirati funkcijo f: N — Z. Zapisemo ustrezni predpis.

n. & d
f(n) _ {27n1 ce n sod,

—25=; cen lih.

Injektivnost preverimo z izbiro poljubnih elementov n, m € N, za katera velja f(n) = f(m). Dokaz moramo loditi
na tri primere.

1. Ce sta n in m soda, zanju zaradi predpisa velja 5 = 7. Enacbo uredimo in dobimo n = m.

2. Ce sta n in m liha, zanju po predpisu velja —"T_l = —mT_l. Enacbo uredimo in dobimo n = m.
3. Ce je n sod in m lih, velja 5= _m2—1. Ko enacbo uredimo, dobimo n — 1 = —m. Leva stran enacbe je vecja

ali enaka 0, desna pa je manjsa od 0, zato pridemo do protislovja. TakSna elementa torej ne obstajata.

Ker mora vedno veljati n = m, je funkcija f injektivna.

Dokazimo Se surjektivnost. Naj bo & € Z poljuben element. Loc¢imo tri primere:

1. Ce je x =0, se element 1 slika v z.

2. Cejex >0, velja f(2z) = x.

3. Ceje x < 0, ugotovimo, da je f(—2x +1) = z.
S tem, da smo poiskali ustrezne elemente, ki se slikajo v , smo dokazali surjektivnost. Ker je funkcija f injektivna
in surjektivna, je bijektivna. Mnozici N in Z imata torej enako moc. O

Definicija 4.1. MnoZica je Stevno neskonéna, ce ima enako moc¢ kot mnoZica naravnih stevil.

Ugotovili smo, da so mnozice Ny, Z in mnozica vseh sodih naravnih Stevil Stevno neskon¢ne. Zdaj nas zanima, ¢e
obstajajo se kaksne druge neskoncnosti.
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5 Moc¢ mnozice realnih stevil

Dokazali bomo, da mnozica realnih stevil ni Stevno neskonc¢na in je vecja od mnozice naravnih stevil. To pomeni,
da ne obstaja bijektivna preslikava med mnozico naravnih stevil in mnozico realnih sStevil. Za to bomo uporabili
Cantorjev diagonalni dokaz.

Izrek 5.1. MnoZica naravnih stevil N ima manjso moc¢ od mnoZice realnih stevil R.

Dokaz. O¢&itno je, da obstaja injektivna funkcija iz naravnih v realna Stevila. Ze npr. fi (z) = « slika iz naravnih v
realna Stevila (saj so naravna Stevila podmnozica realnih $tevil) in dveh razlicnih elementov ne slika v enak element.
Sledi, da je |N| < [R|.

Ce zelimo dokazati, da velja IN| # |R|, moramo dokazati, da ne obstaja bijektivna funkcija iz naravnih v realna
stevila. Funkcija je bijektivna, ¢e je injektivna in surjektivna hkrati, torej je dovolj, da dokazemo, da ne obstaja
surjektivna funkcija.

Predpostavimo, da je f: N — R surjektivna. To pomeni, da bo za vsako realno stevilo obstajalo neko naravno
stevilo, ki se bo slikalo vanj.

Da bi prisli do protislovja, je dovolj, da najdemo realno Stevilo x, ki ni v zalogi vrednosti funkcije f. Stevilo
dolo¢imo po naslednji metodi. V stevilu f(1) vzamemo prvo Stevko za decimalno vejico in jo primerjamo s Stevilom
tri. Ce je drugacna od tri, naj bo di = 3, e pa je enaka tri, naj bo d; = 4. Podobno za vsak n € N v stevilu f(n)
pogledamo n-to tevko za decimalno vejico in jo primerjamo s tevilom 3. Ce je razliéna od tri, naj bo d,, = 3, ¢e pa
je enaka tri, naj bo d, = 4. Definiramo stevilo x = 0.d1d2ds.... Za vsak n € N nam torej d,, predstavlja n-to stevko
za decimalno vejico stevila z.

Stevilo & se od f(1) razlikuje vsaj na prvem mestu za decimalno vejico, od f(2) vsaj na drugem, od f(3) vsaj
na tretjem itd. Za vsak n € N se torej x od f(n) razlikuje vsaj na n-tem mestu za decimalko. Posledi¢no ni enako
nobenemu Stevilu v zalogi vrednosti. Prisli smo do protislovja, funkcija f torej ni surjektivna, kar pomeni, da ni
bijektivna. Ker ne obstaja bijektivna funkcija f: N — R, mnozici N in R nimata enake mo¢i. O

Za primer si vzamimo funkcijo, katere funkcijske vrednosti prvih 4 naravnih stevil so zapisane spodaj.

£(1) = 0.47302
£(2) = 5.13263
£(3) =2.09273
£(4) = 1.75392

Po nasi metodi bomo tako dobili stevilo z, ki se zacne z

0.3433...

Omenimo Se, da je bilo stevilo tri, s katerim smo primerjali stevke izbrano naklju¢no, in bi lahko izbrali tudi
kaksno drugo strategijo spreminjanja stevk.

6 Cantorjev izrek

Za kon¢no mnozico A z n ¢leni je mo¢ njene potenéne mnozice kar 2. Razlicne podmnozice namre¢ dobimo tako,
da se za vsak element odloc¢imo ali je v podmnozici ali pa ga ni. Za vsak element imamo torej dve moznosti. Tako je
vseh podmnozic 2 -2 - ... 2 (n-krat Stevilo dvojk) oziroma 2". Za vsak n € N vemo, da je 2" > n, torej za poljubno
kon¢no mnozico A velja |P(A)| > |A|. Dokazimo Se, da to velja tudi za neskon¢éne mnozice.

Izrek 6.1 (Cantorjev izrek). Za poljubno mnoZico A velja, da je moc¢ njene potencéne mnozice vecja od moci mnozice
same

[P(A)] > |Al.

Dokaz. Dokaz je sestavljen iz dveh korakov. Najprej dokazemo, da je mnozica manjsa ali enaka svoji poten¢ni mnozici,
v drugem koraku pa dokazemo, da nista enako moc¢ni. Tako sledi, da je mnozica strogo manjsa od svoje potencne
mnozice.
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1. Najprej dokazimo, da je |A| < |P(A)|. Pokazati moramo torej obstoj injektivne preslikave
fr A—=P(A).

Tem pogojem zadostuje funkcija f, ki vsakemu elementu v mnozici A priredi podmnozico A, v kateri je samo
ta element. Za vsak © € A namre¢ vemo, da je {z} € P(A).

Preverimo, da je funkcija f injektivna. Naj bosta z, y € A taka elementa, da velja f(z) = f(y). Iz predpisa
funkcije f sledi {z} = {y}, torej je x = y. S tem smo dokazali

|A] < [P(A)].

2. Dokazimo 8e, da je |A| # |P(A)|. Predpostavimo, da sta mnozici enako mo¢ni. To pomeni, da obstaja bijektivna
preslikava f: A — P(A). Naj bo S taka podmnozica mnozice A, ki vsebuje vse elemente z iz A, ki se slikajo v
tako mnozico f(z), da element sam ni v njej. Velja torej

S={zecAla¢ @)}
Vzamimo tak a € A, da velja
fa) = 5.
(a) Ce je a € S, potem po zgoraj dani definiciji f(a) = S velja, da a € f(a). Element a se torej slika v

podmnozico, ki a vsebuje. Po definiciji mnozice S in ker smo predpostavili, da a € S, vemo, da a ni v
f(a). Pridemo torej do protislovja.

(b) Obravnavamo Se primer, ko a ¢ S. Po definiciji S se a slika v podmnozico, ki tudi sama vsebuje a, velja
torej a € f(a). Ker je f(a) = S, spet pridemo do protislovja.

Pokazali smo torej, da ne more obstajati tak a, ki se slika v S. Ker je S € P(A), je S tak element P(A), ki
ni slika nobenega elementa iz A. Funkcija ni surjektivna, torej tudi ne bijektivna. Ker ne obstaja bijektivna
preslikava med mnozicama, nista enako mocni.

V dveh korakih smo torej dokazali, da je poljubna mnozica A strogo manjsa od njene potenc¢ne mnozice.

Velja torej, da ima poten¢na mnozica vsake mnozice vec¢jo moc¢ kot mnozica sama
P(A)] > |A].

Posledi¢no obstaja neskonc¢no razlicnih neskoncnosti, saj lahko vedno vzamemo poten¢no mnozico predpostavljeno
najvecje mnozice in tako dobimo Se vec¢jo mnozico.

7 Slike mnozZic

Ekvipolenco mnozic smo dokazovali z iskanjem bijektivnih preslikav med mnozicami. Ker pa je vcasih lazje najti dve
injektivni preslikavi, bomo dokazali Cantor-Schréder-Bernsteinov izrek. Najprej poglejmo, kaj je to slika mnozice in
dokazimo lastnost slike mnozice injektivne funkcije, ki jo bomo uporabili pri dokazu izreka.

Definicija 7.1. Naj bosta A in B mnozici, f: A — B funkcija ter S C A. Slika podmnozice S je mmnoZica
f«(8) ={f(z) |z € S}

Trditev 7.1. Naj bosta A in B mnozici, f: A — B injektivna funkcija ter X in'Y poljubni podmnozici mnoZice A.
Potem je slika podmnoZice X brez slike podmnoZzice Y enaka sliki podmnozice X brez Y. Velja torej

Fo(ONL(Y) = f(XAY).
Dokaz. Enakost mnozic bomo dokazali v dveh korakih. Najprej bomo dokazali, da je poljuben element z € f(X)\ f«(Y)
tudi v mnozici f«(X\Y), v drugem koraku pa Se obratno.

1. Za poljuben element z € f.(X)\f«(Y) vemo, da obstaja nek a € X, za katerega velja f(a) = z. Ker z ¢ f.(Y),
vemo, da a ne more biti v mnozici Y. Sledi, da je a € X\Y, torej zares velja z € f.(X\Y).

2. Za poljuben element z € f.(X\Y) pa vemo, da obstaja nek a, ki je element X, da velja z = f(a) ina ¢ Y.
Sledi, da je z € f«(X). Zaradi injektivnosti mora a biti edini element, ki se slika v z, torej z ni v mnozici f.(Y).

Sledi, da je z € fo(X)\f«(Y).
g
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8 Cantor-Schroder-Bernsteinov izrek

Lastnost slik podmnozic, ki smo jo spoznali v prejSnjem razdelku, najprej uporabimo, da dokazemo naslednjo lemo.
Lema 8.1. Ce sta Ay in By mnoZici, za kateri velja By C Ay in |A1] < |Bil, je |A1] = |Bi].

Dokaz. Naj bosta A: in B1 mnozici, za kateri velja B1 C Ay in |A1]| < |Bi|. Zaradi |A1| < |Bi1] vemo, da obstaja
injektivna funkcija f: A1 — By. Naj bo C1 = A1\ B;.
Za vsak n € N, kjer je n > 2, definiramo:

An = f*(Anfl), Bn = f*(anl), Cn = An\Bn
Za vsak n € N po definiciji velja f.«(Cr) = f«(An\Br). Ker je funkcija f injektivna, po trditvi 7.1 vemo:
f*(An\B'fl) = f*(An)\f*(Bn) = An+1\Bn+1 - Cn+1~

Zaradi injektivnosti funkcije f je torej slika mnozice C, za vsak n € N enaka mnozici Cp41. Definiramo mnozico
C= UneN C,, in funkcijo g: A1 — Bj s predpisom

_Jf@); zed,
9(x) = {x; x ¢ C.

Zdaj zelimo dokazati, da je funkcija g bijektivna. Najprej dokazimo, da je injektivna. Naj bosta x in y taka elementa
iz mnozice A1, da velja g(z) = g(y).
Imamo 3 moznosti:
1. Najprej si pogledamo primer, ko sta x, y € C, torej velja f(z) = f(y). Ker je f injektivna funkcija, vemo, da
jer=uy.
2. Ce velja z, y ¢ C, potem zaradi predpisa funkcije g vemo = = y.

3. V primeru, da je x € C' in y ¢ C, vemo, da obstaja nek n € N, tako da je x € Cy. Dokazali smo zZe, da potem
velja f(z) € Cny1. Ker pay ¢ C in f(x) € C ter hkrati zaradi predpisa funkcije g velja f(z) =y, smo prisli do
protislovja.

S tem smo dokazali, da je funkcija g injektivna. Zdaj bomo dokazali Se, da je surjektivna.
Naj bo z poljuben element v mnozici B;. Lo¢imo 2 primera:

1. Ceje z € C, obstaja tak n € N, kjer je n > 2, da je z € C,. Dokazali smo Ze, da je f.(Cn—_1) = Cn. Iz predpisa
funkcije g sklepamo, da velja g.(Cn—1) = Cn. Obstaja torej tak x € Cr—1, da je g(z) = .

2. Ce z ¢ C, iz predpisa funkcije g sledi g(z) = 2.

To nam pove, da je funkcija g surjektivna. Tako smo nasli bijektivno funkcijo, s katero dokazemo lemo. d

Torej, ¢e si izberemo mnozici A; in By za kateri velja Bi C A in |A1]| < |Bi|, vemo, da za ti mnozici velja tudi
|A1] = |Bi]

Izrek 8.1 (Cantor-Schréoder-Bernstein). Naj bosta A in B mnoZici. Ce obstajata injektivni preslikavi f: A — B in
g: B — A, potem obstaja bijektivna preslikava iz mnozice A v mnozico B

V jeziku mo¢i mnozic nam izrek torej pove, da ¢e |A| < |B| in |B| < |A|, potem je |A| = |B|.

Dokaz. Izberemo si injektivni funkciji f: A — B in g: B — A.
Nato definiramo novo funkcijo h: B — ¢.(B) s predpisom

h(z) = g(x).

Ker je funkcija g injektivna, je tudi funkcija h injektivna. Prav tako vemo, da je h surjektivna, saj slika v g.(B).
Tako smo nasli bijektivno funkcijo, ki slika iz B v g.(B), zato velja

|B| = lg«(B)].

Dovolj je torej dokazati
lg«(B)[ = |Al.

Pri tem Zelimo uporabiti lemo, zato preverimo ali mnozici zadostujeta pogojema iz leme.
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1. Pogoj g«(B) C A je izpolnjen.

2. Preveriti moramo, ¢e je pogoj |A| < |g«(B)| izpolnjen. Najprej si pogledamo kompozitum funkcij
hof: A— g«(B).

Vemo, da je ta kompozitum injektiven, ker je kompozitum dveh injektivnih funkcij.

Ce uporabimo lemo, vemo, da je |A| = |g.(B)|.
Torej velja tudi
Al = |g-(B)| = |BI.

O

S pomocjo tega izreka primerjajmo Se mo¢ mnozice naravnih stevil N z moc¢jo mnozice pozitivnih racionalnih stevil
Q+
Trditev 8.1. Moc¢ mnoZice naravnih stevil je enaka moci mnoZice pozitivnih racionalnih stevil.

Dokaz. Najprej poiséemo injektivno funkcijo f: N — QF. Temu ustreza kar funkcija s predpisom f(n) = n. Poiskati
moramo $e injektivno funkcijo g: Q* — N. Vemo, da lahko vsak element iz Q1 na enoli¢en naéin zapisemo kot ulomek
o kjer sta n, m € N tuji si $tevili. Definiramo funkcijo g s predpisom g(Z) = 2™ - 3".

Dokazimo, da je funkcija g injektivna. Naj bodo a,b,c,d € N taka stevila, da sta a in b tuji si Stevili ter ¢ in d
tuji si Stevili. Prav tako naj velja g(%#) = g(%). Po predpisu funkcije enacbo preoblikujemo v 2 - 3% =2¢.3% Ker sta
stevili na levi in desni strani enacbe enaki, morata imeti enak prastevilski razcep. Posledi¢no velja a = ¢ in b = d,
torej je ¢ = 5.

Ker smo nagli injektivni funkciji f: N — Q% in g: Qt — N, po Cantor-Schréder-Bernsteinovem izreku vemo, da
je IN| = [Q*].

d

9 Zakljucek

Ceprav se nam ideja o razli¢nih velikostih neskonénosti morda zdi nenavadna, saj si Ze neskonénost samo tezko pred-
stavljamo, smo se v ¢lanku ukvarjali s $tevnimi in nestevnimi neskon¢nostmi. Ugotovili smo, da obstaja vec razli¢nih
neskonc¢nosti, kar smo dokazovali z obstoji bijektivnih preslikav med mnozicami. Prav tako smo dokazali Cantorjev
izrek in z njegovim diagonalnim dokazom ugotovili, da ima mnozica realnih Stevil ve¢jo mo¢ kot mnozica naravnih
stevil. Na koncu smo dokazali e Cantor—Schréoder—Bernsteinov izrek, s pomocjo katerega lahko lazje dokazujemo
obstoj bijektivnih preslikav med mnozicami.
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Povzetek

Spoznamo kvantni algoritem za faktorizacijo Stevil, imenovan Shorov algoritem, ki, vsaj v teoriji, po Casovni zah-
tevnosti premaga Se najhitrejsi do sedaj znan klasi¢ni algoritem. V prvem delu razlozimo klasi¢ni del algoritma, ki
temelji na osnovah teorije Stevil, v drugem delu pa se spoprimemo Se s kvantnim delom algoritma, kjer spoznamo
temelje kvantne mehanike in kvantnega racunanja, ki so zasnovani okoli linearne algebre.

1 Uvod

Sifriranje ve¢ine medmreznih komunikacijskih poti danes deluje na podlagi RSA algoritma, ki omogo¢a varen in zase-
ben prenos informacij med razli¢nimi uporabniki medmrezja. Algoritem sloni na dejstvu, da zmorejo racunalniki hitro
izracunati produkt dveh prastevil (Sifriranje), medtem ko razcep teksnega Stevila terja ogromno ¢asa (deSifriranje),
zato imamo RSA algoritem za varnega. Ob rodu kvantnega racunalniStva pa se je varnost te enkripcije postavila pod
vprasaj, ko je leta 1995 ameriski matematik Peter Schor pretresel svet kriptografije in predstavil nov algoritem za
faktorizacijo Stevil, zasnovan na konceptih kvantne mehanike. Z njim je, vsaj v teoriji, mozno stevilu N, ki je produkt
dveh prastevil, poiskati prafaktorje v
O((log N)*(loglog N))

Casa, kar je znatno hitrejSe od najbolsega do sedaj znanega klasi¢nega algoritma, ki ima ¢asovno zahtevnost [1]
1 2
O(el.g(log N)3 (loglog N)3 )

V delu predstavimo omenjeni Shorov algoritem, kjer sledimo [2].

2 Klasicni del algoritma

Naj Z, oznacuje mnozico $tevil {0,1,2,...,n — 1}, v kateri seStevamo in mnozimo po modulu n. Dva elementa a,b v
tej mnozici sta enaka, kar piSemo kot @ = bmodn in pravimo, da je a kongruenten b po modulu n, ¢e velja nja — b.
To se zgodi natanko tedaj, ko imata stevili isti ostanek pri deljenju z n.

Po Bezoutevi lemi ima element z € Z,, multiplikativni inverz v Z,,, tj. tak y € Z,,, da velja xy = 1 mod n, natanko
tedaj, ko je y tuj n. Podmnozico elementov, ki imajo multiplikativni inverz v Z,,, ozna¢imo z Z,,. Mnozica Z;, vsebuje
natanko ¢(n) elementov, kjer ¢ oznacuje Eulerjevo totientsko funkcijo.

Zeleli bi resiti naslednji problem. Dano je Stevilo

N =pq,

za katerega vemo, da je produkt dveh prastevil p in g. Ob znani vrednosti N bi zeleli hitro izracunati faktorja p in gq.
Ce je N sod, potem je zagotovo eden od prasteviliskih faktorjev enak 2, torej lahko predpostavimo, da je N lih. Ce
sta p in q enaka in je torej N kvadrat prastevila, se lahko hitro in z visoko natanc¢nostjo izracuna koren od stevila N
in s tem p, torej lahko nadalje se predpostavimo, da sta p in ¢ razlicna.
Vzemimo nakljuc¢no stevilo
1<y<N.
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Ce imata N in y skupen faktor, smo koncali, saj je ged(N,y) v tem primeru enak enemu izmed faktorjev p,q in
najmanjsi skupni veckratnik dveh stevil se s pomocjo Evklidovega algoritma da hitro izracunati. V nasprotnem
primeru sta si N in y tuji in je y € Z}, torej ima multiplikativni inverz v Zy. Ker je mnozica Zy konéna, se ¢leni v
zaporedju 1,y,v%, ... elementov v Zx ponavljajo, zato obstajata neki potenci 0 < [ < k, da velja

yk = yl mod N oziroma ykfl = 1mod N.
Naj bo r > 1 najmanjse taksno stevilo, da velja
y" = 1mod N.
Recimo, da smo imeli ,sreco” in da je r sodo stevilo. Potem lahko razcepimo
y —1=(y? +1)(y? —1) =0mod N.

Po minimalnosti r Stevilo NV ne deli y% — 1, zato si yg + 1 in N zagotovo nista tuja. Recimo, da smo imeli ,izredno
sreco“ in da poleg sodosti r tudi IV ne deli y2 + 1. Potem velja

1 <ged(y? +1,N) < N,

torej je gcd(y% + 1, N) enak enemu izmed prafaktorjev in smo koncali.
Da zgornji algoritem uspe, smo potrebovali dve predpostavki: 7 je sod in N {yZ + 1. Verjetnost, da nakljuéno
izbrano stevilo y, ki je tuje N, zadosca tema predpostavkama, nam podaja naslednji izrek.

Izrek 2.1. Recimo, da je N lih in da ima k prastevilskih faktorjev. Potem vsebuje mnoZica
{y € Zx | red r stevila y je sod in y™'* +1 % 0mod N}

vsaj
1
o0 (- 5)
elementov.

V nasem primeru je k = 2, od koder sledi, da imamo ,izredno sreco“ v vsaj polovici primerov. Edini ¢asovno
zahtevni korak v zgornjem algoritmu je izracun r, ki ga klasi¢ni racunalnik ne more hitro izracunati. Tukaj pa nam
pa na pomoc¢ lahko prisko¢ijo kvantni racunalniki.

3 Uvod v linearno algebro

3.1 Vektorski prostori
V tem razdelku bomo razsirili pojme vektorja, skalarja in baze, ki jih Ze poznamo iz srednje Sole.
Definicija 3.1. Kompleksni vektorski prostor z bazo e1, ..., e, je mnoZica
V:{)\161+'“+Anen ‘ ALy An GC},
ki je opremljena z operacijama
(1) sestevanja:
(Are1 4+ + Anen) + (pa€1 + - + finen)
=M tp)ert- -+ Antn)en  za A, .., An, 1, 0 €C, in

(2) mnoZenja s skalarjem:

- zn:,uiei = Z()\ui)ei 2a A, f1y ... pn € C.
i=1

i=1

Stevilu n, tj. Stevilu elementov v bazi, pravimo dimenzija vektorskega prostora V.
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Kompleksni vektorski prostor z bazo {ei,...,e,} bomo oznacevali tudi kot C[{e1,...,en}].

Definicija 3.2. Naj bosta V in W kompleksna vektorska prostora s koncéno bazo. Preslikava L: V — W je linearna, ce
velja

(1) L(z+y) = L(z) + L(y) za vsaka x,y € V in
(2) L(Ax) = AL(x) za vsak x € V in A € C.

Enako se lahko definira tudi realen vektorski prostor z bazo in linearno preslikavo med realnima vektorskima
prostoroma, kjer v definiciji zamenjamo vsako ponovitev mnozice C z mnozico R.
Poljuben vektor € V = C[{ey, ..., en}] lahko razpiSsemo po bazi

xr = Z )\1'61'.
i=1
Linearna preslikava L slika x v
L(x) = L(Ae1) + -+ + LAnen) = > AiL(es).
=1
Torej je L dolo¢ena zZe s tem, kam slika bazne vektorje e1, ..., e,. Razpis§imo L(e;) po bazi
L(e:) = Z aije;,
j=1

kjer so a;; € C. Po prejdnjem razmisleku je L natanko doloCena z izbiro skalarjev (aij);,jeq1
tabelo, kot je prikazano spodaj

n}, ki jih zapiSemo v

,,,,,

ailr a2 - QAln
az1 Q22 -+ A2n
an1 an?2 et Ann

Taksnemu zapisu pravimo matrika. Po zgornjem postopku lahko vsaki linearni preslikavi priredimo matriko. Izkaze
se, da je taksSen zapis linearnih preslikav zelo prirocen. Na primer, ¢e zelimo izracunati, kam linearna preslikava L

slika nek vektor x € V', moramo ta vektor najprej razviti po bazi x = Z?:l Aiei, kar zapisemo kot

A1
A2
An

nato pa poracunati vsote u; = 2?11 a;jA; in jih zapisati v rezultat

Hn
Zgled 3.1. Naj bo L: R? — R? preslikava, ki zamenja koordinati
L(z,y) = (y, ).

Po definiciji se da preveriti, da je L linearna preslikava med realnima vektorskima prostoroma R? s standardno bazo
e1 = (1,0), e2 = (0,1). Pripadajoca matrika je

0 1

1 0"
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3.2 Vektorski prostori s skalarnim produktom
Standardni skalarni produkt vektorjev v prostoru R3, ki ga poznamo #e iz srednje Sole, je definiran kot
(z1,22,23) - (Y1,92,¥3) = T1y1 + T2y2 + T3Y3.

Njegova uporabnost se je pokazala pri izracunu kotov med vektorji. Ta koncept bi radi definirali tudi na bolj splosnih
vektorskih prostorih, kar naredimo na sledeci nacin.

Definicija 3.3. Skalarni produkt na kompleksnem vektorskem prostoru V' je preslikava
() VxV —=C,
ki zadosca naslednjim lastnostim.

(i) (v1 + v, w) = (v1,w) + (v2,w) za vsak vi,v2,w € V.
(%) (Qwv,w) = XN v,w) za vsak v,w €V in X € C.

(#ii) (w,v) = (v,w) za vsak v,w € V.
(i) (v,v) >0 za vsak v € V in (v,v) = 0 natanko tedaj, ko je v =0.

Stevilo \/(x,x) bomo oznacevali z ||z|| in mu pravili norma vektorja x.

Iz zgornjih lastnosti sledi, da je skalarni produkt linearen v prvem faktorju in ,poSevno linearen* v drugem
faktorju, tj. velja o o
(v, Mrwr + Aowsz) = A1 {v, w1) + A1 (v, w1) za vsak v, w1, w2 € V in A € C.

Zgled 3.2. Na kompleksnem vektorskem prostoru C" lahko skalarni produkt definiramo z naslednjo formulo
((#1y -y 2n), (W1, .oy WR)) = 21WT + -+ * + 2nWn.
Enostavno se da preveriti, da zgornji predpis res zadosca vsem lastnostim od (i) do (iv).
Kvantna mehanika dovoljuje le zelo specificne linearne preslikave, ki ohranjajo normo.
Definicija 3.4. Linearna preslikava U: V — W med vektorskima prostoroma je unitarna, ce velja
|Uz|| = ||z|| za vsak z € V.

Zgled 3.3. Premislimo, kako izgledajo unitarne preslikave U: R? — R? v realnem vektorskem prostorom R? s standardno
bazo e1 = (1,0), ez = (0,1). Linearno preslikavo U lahko predstavimo z matriko

Po unitarnosti imata vektorja er in

o

1:a2+c2.

enako normo, torej mora veljati

Podobno imata tudi vektorja ez in Uea enako normo, od koder sledi
1=b"+d.
Potem obstajata taksni stevili ¢ € [0,2m) in 0 € [0,27), da velja a = cosp, ¢ =sing in b = cosf, d = sinf. Enako

normo pa morata imeti tudi vektorja
1 , a b| |1
1" e df |1

2=(a+b)?+(c+d)>

zato velja
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Desna stran zgornje enacbe pa je enaka 2 + 2(ab + cd), zato dobimo
ab+ cd = 0,

oziroma
cos(p — 0) = cospcosf + sinpsinf = 0.

T 37

Torej je o — 0 € {Z, %}, Ce je 6§ = p — 5, dobimo matriko

__|cose  singp
o {sing@ —(:osgo} ’ (1)

v . _ 37 . .
ce pa je 0 = ¢ — =, dobimo matriko

__|cosp —singp
- Linc,p cos } ’ @

Pokazali smo torej, da so vse unitarne matrike ene izmed zgornjih dveh matrik. Matrike oblike 2 predstavijajo ravno
rotacije okoli izhodisca za kot p.

Definicija 3.5. Naj bo V' vektorski prostor s skalarnim produktom. Sistem vektorjev vi, ..., v, je ortonormiran, ce velja
(vi,v;) =0 za vsak i # j in ||vi]| =1 za vsak 1.

3.3 Tenzorski produkt

Naslednja definicija nam omogoca iz dveh vektorskih prostorov V' dimenzije n in W dimenzije m konstruirati vektorski
prostor dimenzije n - m.

Definicija 3.6. Tenzorski produkt vektorskih prostorov V' z bazo e1,...,e, in W z bazo fi,..., fm je vektorski prostor
VW zbazoe; ® fj, 1 €{1,...n}, 5 € {1,...m}, da za vsaka v,v" € V in w,w’ € W ter vse skalarje \ velja
(i) (W+v)Qw=vQw+v ®w,
(i) v (w+w)=vw+veuw,
(%) M@w =) @w=v& (Aw).

Naj bosta A: Vi — Wi in B: Vo — W> linearni preslikavi. Ti nam inducirata linearno preslikavo na tenzorskem
produktu A ® B: Vi ® Vo — Wi ® W, ki je na baznih vektorjih definirana kot

(A® B)(z ® y) = Az ® By.

Zgled 3.4 (Walsh-Hadamardova preslikava). Naj bo Vi = (C[Zg] in Wi: Vi — Vi linearna preslikava s pridruZeno
matriko

V2 V2
To je ravno matrika oblike 1 pri vrednosti p = 7, torej je W1 unitarna. Za n € N oznacimo

1 1
le[@ ﬁl}

—_————

n-krat

Preslikavo
Wo=W1®..Wi: VoV, >V, eV,
n-krat
imenujemo n-ta Walsh-Hadamardova preslikava. Njen matricni zapis dobimo induktivno na sledeci nacin. Matricni
zapis Wy, dobimo s pomocjo matricnega zapisa Wy_1, tako da koeficient a;; v matricnem zapisu Wy_1 zamenjamo z
matriko aij - Wi. Tako je na primer

11 11
Ly, L O TS

Wo = |v2't 27t _ |2 T2 2 T2
2=l iw, —Lwy| (L v 1 1
2 2 2 2

V2 V2 P T

2 2 2 2
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4 Kvantno racunalnistvo

4.1 Temelji kvantne fizike

Preden lahko zaénemo nastevati postulate, moramo ustaliti notacijo, ki se jo v kvantni fiziki uporablja. Kot zahteva
Diracov zapis, bomo vektorje 1 pisali kot |1). Uporabili bomo tudi t.i. bra-ket notacijo, ki skalarni produkt dveh
vektorjev |¢), |p) oznadi kot (¢|p).

Postulat 4.1. Kvantni sistem je podan s kompleksnim vektorskim prostorom H z ortonormirano bazo |1),...,|¢Yn) in
zacetnim enotskim vektorjem |¢) € H. FEnotskim vekotorjem v H pravimo stanja. Baznim vektorjem |i1),. .., |tn)
pravimo osnovna stanja.

Vsako stanje x lahko zapisemo kot superpozicijo osnovnih stanj
= XMl1) + -+ Anltn),
kjer velja

1= |lz|?
= (D Ml > Asl)
i=1 j=1
=N AN Wile)

i=1 j=1
n

SN
i=1

Na primer, za kvantni sistem lahko vzamemo spin elektrona, ki je lahko v osnovnih stanjih |1) (gor) ali |{) (dol),
za zacetno stanje pa superpozicijo teh dveh osnovnih stanj

1 1
|w>:ﬁ|T>+ﬁ 2 ®3)

Postulat 4.2. Pri razvoju kvantnega sistema lahko stanja spreminjajo zgolj unitarne preslikave.
Ker je Walsh-Hadamardova preslikava Wi unitarna, jo lahko uporabimo na stanju 3, ki nam ga slika v stanje
).
Opazimo, da se je superpozicija osnovnih stanj preslikala v osnovno stanje. Temu pojavu pravimo interferenca.

Postulat 4.3. Ce je sistem v stanju Yo Ailhi), bomo ob meritvi izmerili bazno stanje v; z verjetnostjo [Xi|?, stange
sistema pa se bo kolabiralo (kolapsiralo) v izmerjeno stanje.

Ce merimo stanje 3, bomo v polovici primerov izmerili, da ima elektron spin gor, v drugi polovici primerov pa, da
ima elektron spin dol.

Postulat 4.4. Kvantni sistem, ki ga dobimo z zdruZitvijo kvantnih sistemov s prostorom stanj Hi in Ha ter zacetnima
stanjema |9 in |@), je podan s prostorom stanj H1 ® Ha in zacetnim stanjem ¢ ® ¢. Ce je zdrufen sistem v stanju

ZMei) ® |i),
=1

kjer so e; osnovna stanja sistema Hi in ; € Ha enotski vektorji, potem ob meritvi prvega sistema z verjetnostjo |)\¢|2
izmerimo stanje e;, sistem pa se kolabira v stanje

lei) ® |4i).
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4.2 Primerjava klasi¢nega rac¢unalnika s kvantnim

Klasi¢ni racunalnik racuna z biti, ki so lahko ali v stanju 0 ali v stanju 1, torej elementi Z,. Kvantni racunalnik
raCuna s kubiti, ki tvorijo kvantni sistem z osnovnimi stanji |0) in |1), tj. C[Zz]. Poljubno stanje kubita je potem
superpozicija teh dveh osnovnih stanj

A1]0) 4 A2[1),
kjer |A1]2 4+ |X2]? = 1. Ce klasi¢ni racunalnik deluje na n bitih, je njegov register (spomin) enak Z%, torej velikosti 2.
Ko imamo kvantni ra¢unalnik z n kubiti, je njegov register enak n-ternemu tenzorskemu produktu

Vo=ClZo]® - @ClZa] = ClZ2® - ® Zo).

n-krat n-krat

Poleg 2" osnovnih stanj vsebuje kvantni register Se torej vse linearne kombinacije teh osnovnih stanj.
Racun na klasi¢nem racunalniku je preslikava

120 — L,

med dvema registroma. Kvantni ra¢un na kvantnem rac¢unalniku je unitarna preslikava
U:Vy =V,

med dvema registroma z enakim Stevilom kubitov.

Zgled 4.1 (NOT vrata). Klasicna NOT vrata so predstavljena z racunom f: Zo — Za, ki ima predpis
Kvantna NOT vrata pa predstavija matrika

ki zamenja osnovni stangi |0) in |1).

V splosnem lahko vsak klasi¢ni rac¢un f: Z, — Z,, simuliramo na kvantnem racunalniku, in sicer z linearno
preslikavo
Ur: Vi, @ Vi = Vi, @ Vi,

ki ima na baznih stanjih predpis
Up(z®y) =z @ (y + f(z))
Izkaze se, da je ta preslikava unitarna, zato tvori kvantni ra¢un. Rac¢un f lahko iz nje povrnemo preko razvoja

Usg(z®10---0)) =2 ® f(z)

n-krat

in projiciranjem na drugi register.

5 Iskanje periode funkcije

5.1 Kvantna Fourierova transformacija

Orodje, ki nam bo prislo prav pri kvantnem delu algoritma, je t.i. kvantna Fourierova transformacija. Fiksirajmo
neko naravno $tevilo n. Za vsako celo Stevilo k definiramo funkcijo x*: Z — C s predpisom

2mika

N (@) = e

Definicija 5.1. Naj bo V' vektorski prostor z ortonormirano bazo |0),|1),...,|n—1). Kvantna Fourierova transformacija
na V je linearna preslikava F: V — V, ki bazni vektor |x) slika v

n—1

Fla) = —= > X @)k
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Ce zelimo v prihodnje kvantno Fourierjevo transformacijo uporabiti na kaksnem kvantnem sistemu, se moramo
najprej prepricati, da je ta preslikava unitarna.

Trditev 5.1. Preslikava F je unitarna.
Dokaz. Za bazni vektor |x) velja

17 1)

I
l
&
Bl
S

I
:‘H
3
N
>
ol
&
=
Sl-
3
M
XN
&
=

k=0 =0
n—1 n—1
k l
- < @), 3 x <x>1>>
k=0 1=0
Po lastnostih skalarnega produkta je to enako
1 n—1n—1
ppp—
SN @@k
k=0 1=0
Nadalje se po ortonormiranosti baze zgornja vsota poenostavi do
1 n—1 1 n—1
- k & _ = 1 _ 2
=Y k@ =Y 1=1=2).
k=0 k=0
Ker F slika ortonormirano bazo {|0),|1),...,|n — 1)} v ortonormiran sistem, dokazana enakost velja tudi za sploSen
vektor. O

Pri kvantnem delu algoritma bomo potrebovali Se naslednji rezultat.

Lema 5.1. Naj bo V' wvektorski prostor z bazo Z,. Naj bo f € V, ki jo gledamo kot funkcijo f: Z, — C, ki slika i v
koeficient pred baznim vektorjem |i) v razvoju f po bazi. Recimo, da je [ periodiéna funkcija s periodo r in da r | n.
Potem velja

@ Zz;é f(s)x"(s), ¢e k=0mod 2

0, sicer.

F () (k) —{

Dokaz. Velja

Fk = 7= 3 F@ ()
=0

%71 r—1

= % SN far+9)x (ar + ).

q=0 s=0

Po periodi¢nosti funkcije f in multiplikativnosti funkcije x* dobimo

n_q
ks

= T2 DTN () Y X )

q=0

Ce k ne deli 2, potem je x* (qgr) #1 za vsak ¢ =10,..., 2 — 1 in po formuli za geometrijsko vrsto velja

n
T T

2mik 1

€
> Xar) = g =0
e

|
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Sicer je Xk(qr) =1lzavsak ¢g=0,...,2 —1in velja

n
=

kar dokaze lemo.

5.2 Kvantni del algoritma
Vrnimo se sedaj k nasemu zacetnemu algoritmu. V drugem poglavju smo problem izracuna prafaktorjev stevila
N =pq
prevedli na problem iskanja najmanjsega stevila r, da velja
y" = 1lmod N

za nek y € Zy. To pa je ekvivalentno iskanju periode funkcije f: Zn — Zn s predpisom

f(k) = 4" mod N.
Oznac¢imo njeno periodo z r. Naj bo n taksno stevilo, da je

2" < N <2

V nadalje bomo enacili N z 2", kar lahko storimo, saj se bo kon¢ni rezultat le malo razlikoval od pravega.
Zacénimo z dvema n-registroma V;, ® V,, v zacetnem stanju |0) ® |0).
(1) Na prvem registru uporabimo Walsh-Hadamardovo preslikavo W,, in dobimo

N-1

\/% 3l @ o).

=0

Dobljeno stanje nato preslikamo z Uy, kar nam da

=2l @ lf@).

(2) Sedaj opazimo drugi register, kar nam da neko vrednost yo in nam kolabira stanje v
1

—— 2 ® lyo).
—1
ol

Ker je f periodi¢na, obstaja natanko eno stevilo 0 < zo < 7, da je f(xo) = yo. Ce oznacimo K = %, je zgornje stanje
v prvem registru potem enako

kjer je
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Po definiciji je ¢ periodi¢na s periodo r.
(3) Na prvem registru sedaj uporabimo kvantno Fourierjevo transformacijo in po prej$nji lemi pridemo do stanja (po

definiciji funkcije velja r | N)
r—1
1 5N sN
NG z_;x (o) ‘7> ® |yo)-

(4) Za konec opazimo to stanje v prvem registru, kar nam vrne vrednost ¢, ki je veckratnik Stevila % Ker je bila
vrednos‘/c yo nakljucna, je c = % za nakljucen s € {0,...7 — 1}, oziroma, % = 2. Preko zapisa ulomka & v okrajsani
obliki &7 in upostevanja enakosti

cdr=sN'
ugotovimo, da je r veckratnik stevila N’. Ta korak ponavljamo, dokler nismo zadostno gotovi, da je najveéji skupni
veckratnik dobljenih vrednosti res perioda r funkcije f.
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Domneve

Blaz Peter Brunsek, Jure Kreze, Val Sajko
Mentor: Jan Genc

Povzetek

Skupina cloveskih raziskovalcev se je zaradi nesrece z raketo zbudila na neznanem planetu. Sumijo, da je Mars, vendar
niso prepri¢ani. Kako lahko uporabijo svoje znanje statistike, da ugotovijo, ¢e so na Marsu ali ne?

1 Uvod

Blaise Pascal, John Conway, Jurij Vega in Viktor Vagner so bili na potovanju z raketo po vesolju. Zal je raketo izdelalo
podjetje Boeing in so bili zelo skopi. Priblizno 400.000 kilometrov stran od Zemlje je zaradi neplacanih programerjev
detektor prenehal delovati. Vsi so vdihnili poseben plin, ki ga je izumil Jakob Bernoulli za potnike, ki jim je zmanjkalo
hrane, in zaspali za neznano stevilo ur.

Ko so se zbudili, so se znasli na neznanem planetu v nepremikajoci se raketi. Sistem za avtopilot je deloval, vendar
se je med pristankom toliko opreme pokvarilo, da navigacija ni delovala. Vedeli niso niti ne, koliko ¢asa so spali. Niso
mogli ugibati, kaj je bila njihova razdalja od doma.

»Ajal« je vzkliknil Conway, ki se je ze parkrat potepal po vesolju, »sumim, da smo na Marsu... Veliko Marsovcev
vidim in okolica mi izgleda znana.«

Pascal, ki nikoli ni rad tvegal, mu je odgovoril: »To bi bilo treba preveriti. Moramo nekoga vprasati ali analizirati
prst. Ce smo na Marsu, bomo veliko laZje prisli nazaj domov, sicer imamo pred nami veliko dela.«

Nekaj ¢asa so hodili naokrog in opazovali okolico. Nagli so se v Marsovski metropoli, Skofji Loki, in se sprehajali
po trgovinah. Trgovci niso govorili znanega jezika.

»Nemogoce,« doda Vagner, ki je tako zelo dolgo ¢akal na odgovor, ker so njegove kognitivne sposobnosti linearno
padale med urami slabega spanca in je bil precej mentalno omejen, »ne govorijo slovenscine in nasa orodja za analizo
so pokvarjena. Nekako drugace moramo ugotoviti, kje smo.«

Vsi so rahlo panicarili, vendar so po dolgem sprehodu okrog Skofje Loke priblizno vrnili svoje kognitivne sposobnosti
na 10 %. Zaradi izboljSane kognicije se je Vega spomnil, da ima sumljivo obseZno znanje nezemljanske zakonodaje po
celotni Rimski cesti, in razglasil: » Aha! Marsovci so zelo slavno ksenofobi¢ni! Ne dopuscajo veé kot 20 % populacije
nemarsovcev. Lahko bi jih anketirali in ugotovili, ¢e je ve¢ kot 20 % nemarsovcev!«

Vsi so se, kljub sumu nezakonitih poslov z nezemljani s strani Vega, strinjali in zaceli sestavljati anketo.

Ta trenutek se je Pascal spomnil, da Marsovci vidijo najbolje od vseh vrst v vesolju, in tako za njih pripravil
pregled vida.

Pascal je hodil po Celju, ki je rdé¢, vendar je barva pretirano izgovorjena (vsi vedno vledejo é, ko jo izgovorijo), in
anketiral prebivalce. Uspesno je anketiral 1000 prebivalcev, preden so mu prepovedali nadaljnje delovanje, in se vrnil
k raketi.

Ko je Pascal nagel svoje prijatelje, jim je sporo¢il zalostne novice: »Zal je 23% nemarsovcev. Ne vem, kje smo.«
Vagner, ki je nekaj Casa spal in je imel boljse kognitivne sposobnosti kot ostali, je komentiral: »To ni nujno. Statisti¢no
bi lahko vseeno samo imel slab vzorec. Moramo izra¢unati, koliksna je verjetnost, da smo na Marsu!«

Vsi so bili zelo zadovoljeni z njegovim predlogom in zaceli razmisljati. Problem je, da so se spomnili le najbolj
osnovnih konceptov v statistiki in verjetnosti. Na sreco so eni najpametnejsih ljudi v zgodovini, zato so se odlo¢ili,
da bodo izpeljali to, kar lahko z uporabo logike. S¢asoma so se njihove kognitivne sposobnosti vracale in so prisli do
resitve. Tedaj je vprasanje, ali so lahko prepric¢ani, ¢e so na Marsu?
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2 Neodvisnost dogodkov

Neodvisnost je v verjetnostnem rac¢unu in stohastiki odnos med dvema dogodkoma. Dogodka sta neodvisna, e pojav
prvega ne povzroci vecCje verjetnosti nastopa drugega dogodka. Oziroma ce pojav enega dogodka ne vpliva na izid
drugega in obratno. Velja torej naslednja definicija:

Definicija 2.1. Dogodek A je neodvisen od B, ce je P(A|B) = P(A).

Definicija 2.2. Dogodka A in B sta neodvisna, ce zanju velja

P(AnB)=P(A)- P(B).
Definirajmo sedaj neodvisnost poljubnega konc¢nega stevila dogodkov.
Definicija 2.3. Dogodki A1, Az, ..., A, so neodvisni, ce je

P(A;; NAi, N---NA; ) = P(Aiy) - P(As,)

za vsak k € {1,2,...,n} in za poljubna naravna stevila

1< <ta < <ip <n.
Posplosimo $e definicijo na neskonéno mnozico dogodkov oblike {41, Az, ...}.
Definicija 2.4. Dogodki A1, Az, ... so neodvisni, e je njihova poljubna koncéna podmnoZzica neodvisna.

Zgled 2.1. VrZemo 5 standardnih kock. Koliksna je verjetnost, da pri vsaj eni pade Sestica? To nalogo resimo z
osnovnim izrekom o kombinatoriki in definicijo verjetnosti. Po definiciji neodvisnosti dogodkov lahko izracunamo
nasprotni dogodek, da Sestica ne pade, in njegova verjetnost je

55
Ce verjetnost tega dogodka odstejemo od 1, dobimo verjetnost Zelenega dogodka

55
P(B)=1- .

Ker so meti kock neodvisni, lahko verjetnost nasprotnega dogodka izracunamo tudi kot produkt petih verjetnosti, da na
eni kocki ne pade sestica, torej
5
P(B)=1- (%) .

Opazimo torej, da si lahko racunanje verjetnosti vecih socasnih neodvisnih dogodkov preoblikujemo v racunanje posa-
micnih verjetnosti, kar je ponavadi laZje resiti.

3 Slucajne spremenljivke

Poglejmo si zelo neformalno definicijo slu¢ajnih spremenljivk.

Definicija 3.1. Slucajne spremenljivke so stevila, ki nakljucno nastanejo pri izvajanju poskusa.
Sicer sluc¢ajnih spremenljivk formalno ne bomo definirali, jih bomo pa razlozili s primerom.

Zgled 3.1. Zamislimo si, da izvajamo poskus, v katerem veckrat vrzemo dve igralni kocki. Primer slucajne spremenljivke
je stevilska vrednost, ki bi jo lahko opazovali - na primer vsota pik na igralnih kockah ob posameznem metu.

Za, boljSo predstavo o naravi poskusa si lahko pomagamo s histogramom - grafom porazdelitve verjetnosti izidov za
posamezne vrednosti slucajne spremenljivke.
Se en od znanih primerov porazdelitve slucajne spremenljivke je Bernoullijeva porazdelitev.
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Slika 1: Histogram porazdelitve verjetnosti za posamezen izid poskusa. Na vodoravni osi so vrednosti nase slucajne
spremenljivke oznaene z X (vsota pik na igralnih kockah), na navpiéni pa verjetnost izida.

Definicija 3.2. Ce ima neka slucajna spremenljivka X naslednjo porazdelitev
e zavzame vrednost 1 z verjetnostjo p,
e zavzame vrednost 0 z verjetnostjo 1 — p,

potem pravimo, da ima X Bernoullijevo porazdelitev, kar zapisemo kot
X ~ Bernoulli(p).

Primer poskusa in slucajne spremenljivke, ki je porazdeljena Bernoullijevo, je lahko stevilo padlih grbov po nekaj
metih kovanca. Izbrana slu¢ajna spremenljivka lahko namreé¢ zavzame vrednost 1 z verjetnostjo 0,5 (¢e pade grb) in
vrednost 0 z verjetnostjo 0,5 (¢e ne pade grb). V tem primeru je kovanec posten, lahko pa bi imeli verjetnost 0,3, da
pade grb, in verjetnost 0,7, da ne pade grb.

3.1 Zvezne porazdelitve

Porazdelitev se razlikuje od prejsnjih v primeru, da izidi slucajne spremenljivke zavzamejo nek interval. Definicija je
naslednja.

Definicija 3.3. Slucajna spremenljivka X ima zvezno porazdelitev, ce obstaja nenegativna funkcija fx: R — [0, 00],
tako da je

b
P(X € (a,b)) :/ fx(z)dz.

Tej funkciji pravimo gostota sluéajne spremenljivke.

/: fx(t)dt =1.

Verjetnost, da zvezna slucajna spremenljivka zavzame vrednost na danem intervalu, je po definiciji doloCenega inte-
grala enaka kar plos¢ini pod grafom funkcije gostote na podanem intervalu. Sedaj si bomo ogledali posebne primere
zveznih porazdelitev, ki bodo uporabni kasneje v ¢lanku.

Opazimo, da bo X res porazdelitev, ko velja
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3.1.1 Normalna porazdelitev
Definicija 3.4. Redemo, da ima X normalno porazdelitev s parametroma 1 in o > 0, e je njena gostota

1 _GE-w?
e 202

fx(z) =

oV2lm
To oznacimo kot X ~ N(p,c?).

Opazimo, da je funkcija gostote te funkcije simetri¢na glede na os = p, saj velja fx(u —t) = fx(u+t). Izkaze
se tudi, da je Stevilo o enako razdalji med p in tockama prevoja grafa funkcije gostote.

Normalna porazdelitev je odvisna od dveh parametrov: u in o, vendar kasneje bomo opazili, da si lahko racunanje
s poljubno normalno porazdelitvijo preoblikujemo s pomocjo preprostih relacij, ki veljajo med normalnimi porazde-
litvami. V naslednjem razdelku definiramo posebno razli¢ico normalne porazdelitve. Na njo se bomo v nadaljevanju
veckrat navezali. S pomocjo povezav med normalnimi porazdelitvami bomo uspeli racunanje s poljubno normalno
porazdelitvijo preoblikovati v racunanje s to razli¢ico, saj zanjo poznamo zanesljive hitre metode zelo natanc¢nih
izracunov.

3.1.2 Standardizirana normalna porazdelitev
Ce za parametra normalne porazdelitve vzamemo kar p = 0 in ¢ = 1, dobimo naslednjo porazdelitev.
Definicija 3.5. Normalna porazdelitev je standardizirana, ce velja

Z ~ N(0,1).

3.1.3 Porazdelitvena funkcija

Definicija 3.6. Porazdelitvena funkcija Fx : R — [0, 1] je definirana z naslednjim predpisom
Fx(z) := P(X < z).

Torej porazdelitvena funkcija je funkcija porazdelitve slucajne spremenljivke X, ki nam pove verjetnost, da je vrednost
slucajne spremenljivke manjsa ali enaka argumentu x. Izracuna se z naslednjim integralom

Eﬂﬂ:[;ﬁAQML

3.1.4 Funkcija ®

Definicija 3.7. Za standardizirano normalno porazdelitev
Z ~ N(0,1)

je porazdelitvena funkcija oznacena z naslednjim zapisom

Velja torej

R A

Zapisimo trditev, ki nam bo pomagala v nadaljevanju.
Trditev 3.1. Verjetnost, da vrednost slucajne spremenljivke Z ~ N(0,1) lezi na intervalu (a,b), lahko izracunamo kot

P(Z € (a,b)) = ®(b) — ®(a).
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Dokaz. Verjetnost, da vrednost slu¢ajne spremenljivke Z lezi na intervalu (a,b), je po definiciji
b
P(Z € (a,b)) :/ fz(z)dz
a
Ta integral se da razbiti na dva z upostevanjem pravil o spremembi mej pri seStevanju oz. odstevanju integralov

/ fZ dx_/ fZ dz—/ fZ

V tej enacbi sta integrala na desni strani po definiciji enaka ®(b) in ®(a), torej se lahko enacba zapise kot

P(Z € (a,b)) = B(b) — (a).

Slika 2: Izracun vrednosti slucajne spremenljivke na intervalu.

Izrek 3.1. Velja enakost
P(c0) = 1.

Ker funkcijskih vrednosti funkcije & ne moremo na hitro racunati na pamet, se ponavadi racuna z njo z uporabo

preglednice, na kateri so oznaceni pari argumentov in vrednosti funkcije ®.

3.2 Povezava med normalnimi porazdelitvami

Kljub temu da so morda razlicne normalne spremeljivke normalne, so njihove normalne krivulje postavljene na razlic-
nih mestih na abscisni osi in so bolj ali manj sploscene. Te krivulje je najbolje pretvoriti v standardizirano normalno
porazdelitev, za katero poznamo razpredelnico vrednosti.

Pri tem si lahko pomagamo s sledecima izrekoma.

Izrek 3.2. Ce sta X in Y neodvisni slucajni spremenljivki ter velja, da je X ~ N(a,b?) in Y ~ N(c,d?), je
X+Y ~N(a+ecb® +d*).

Izrek 3.3. Naj bo X ~ N(u, 02) slucajna spremenljivka, potem velja

aX 4+ b~ N(ap+b,a’c?).
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Standard Normal Probabilities

Table entry
Table entry for Z is the area under the standard normal curve
L to the left of z.
z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .5000 .5040 .5080  .5120 .5160 .5199 .5239 5279 .5319  .5359
0.4 5398 .5438 .5478 5517 5557 5596 .5636 .5675 .5714  .5753
0.2 5793 5832 .5871  .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103  .6141
03 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480  .6517
04  .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844  .6879
05 .6915 .6950 .e985 .7019 7054 7088 .7123 7157 7190 7224
06 .7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486 7517 7549
07 7580 .7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
0.8 7881 .7910 .7939 7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106  .8133
09 .8159 .8i86 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365  .8389
1.0 .8413 .8438 .8461  .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599  .8621
i1 .8643 .8665 .8686  .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810  .8830
1.2 .8849 .8869 .8888  .8907 .8925 .8944 8962 .8980 .8997  .9015
13 9032 .9049 9066 .9082 .9099 9115 9131 9147 9162  .9177

Slika 3: Tabela vrednosti funkcije ®.

Dokaz. Oznac¢imo Y = aX 4+ b. Opazimo s pomocjo preurejanja neenacbe v argumentu, da je
y—»b y—b
Fy(y):P(ng):P(aX—i—bgy):P(Xg ?) = Fx (T)
Ker je .
Fx(z) = / f(@) de,
velja po osnovnem izreku analize F (z) = fx(z). Zato lahko izraédunamo

fy(y) = Fy(y) =
- (57 e

aoy/2m .

1 (y=b—ap)?

aocy/2m .

kar pomeni, da je Y ~ N(ay + b, a®c?).

Oglejmo si uporabo teh izrekov na dveh zgledih.

Zgled 3.2. Naj bosta X in'Y slucajni spremenljivki, za kateri velja, da je X ~ N(0,1) in Y = aX +b. Izracunajmo
verjetnost P(Y < t).

P(Ygt):P(aX+b<t)=P(X<ﬂ):cb(t_b>.
a a
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Torej v splosnem bo veljalo, da lahko povezemo poljubno normalno porazdelitev s standardizirano normalno poraz-
delitvijo, kot vidimo v zgledu 3.

Zgled 3.3. Naj bo X ~ N(u,0>) slucajna spremenljivka. Izracunajmo a in b tako, da bo aX 4+ b~ N(0,1). Dokazali
smo Ze, da velja
aX +b~ N(ap+b,a*c*) = N(0,1).

Enacimo argumente:

ap+b=0,
2 2
a“o” =1

in iz dobljenih enacb izpostavimo parametra a in b.

S tema enacbama lahko poljubno normalno porazdelitev pretvorimo v standardizirano normalno.

3.3 Pricakovana vrednost

Razlozimo motivacijo za vpeljavo pricakovane vrednosti na zgledu. Zamislimo si, da igramo igro na sreco. Pri tej igri
imamo na mizi 5 plos¢ic oznacenih z 1, plos€ico oznaceno z 2, plos¢ico oznaéeno s 3, plos¢ico oznaceno z D (dvojno) in
4 ploscice oznacdene s S (stop). Skupno torej 12 ploséic. Na zacetku jih obrnemo in premesamo. Igralec ploscice obraca
od leve proti desni, dokler ne naleti na plos¢ico oznaceno s S. Ob koncu igre dobi izplacilo, ki je enako vsoti Stevil,
ki jih vidimo na mizi. Ce je med plo$¢icami, ki jih lahko vidimo, plo¢ica z oznako D, je izplacilo enako dvakratniku
vsote stevil, ki jih vidimo.

Smiselno bi se bilo vprasati, koliko bi bili pripravljeni placati za igranje te igre, da bi lahko tudi ocenili, ce je
taks$no igro smiselno veckrat igrati (¢e zelimo imeti dobitek). Zanima nas torej pric¢akovano izplacilo igre oziroma
pricakovana vrednost tega poskusa.

Izracunamo lahko povprecje izplacila za ¢im vecje Stevilo odigranih iger, ki bi ustrezalo najvec¢jemu smiselnemu
plac¢ilu. Naj sluc¢ajna spremenljivka X oznacuje vsoto vidnih stevilk na mizi, ki doloca izplacilo ob igri. Denimo, da
lahko dobimo n razli¢nih izpladcil zi1, x2, ..., xn, potem bi placali

x1 - (8t. ponovitev z1) + x2 - (8t. ponovitev z2) + ...+ z, - (§t. ponovitev z,)

)

§t. ponovitev poskusa
to pa lahko zapisemo kot

$t. ponovitev x St. ponovitev x
xl'¥+"'+l’n'¥:
m m
=z1-PX=z1)+... 4z, P(X =2z,),
kjer smo z m oznacili stevilo ponovitev poskusa. To nas motivira, da definiramo pri¢akovano vrednost.

Definicija 3.8. Naj bo X slucajna spremenljivka z vrednostmi vi, vz, ..., vn. Pricakovana vrednost slucajne spremenljivke
X je

Definicija 3.9. Naj bo X slucajna spremenljivka z vrednostmi vi, va, ... Pricakovana vrednost slucajne spremenljivke
X je
(oo}
B(X) =Y vi-P(X =uv,).
i=1

Ce je slu¢ajna spremenljivka X porazdeljena zvezno, uporabimo naslednjo definicijo.

57



Domneve Clanki udelezencev

Definicija 3.10. Ce je X zvezna slucajna spremenljivka, je pricakovana vrednost spremenljivke X

BE(X) = /_oo v- fx(v)dv.

oo}
Sedaj bomo dolo¢ili pricakovano vrednost za nas najpomembnejsih dveh porazdelitev.
Trditev 3.2. Pricakovana vrednost slucajne spremenljivke, ki je porazdeljena Bernoulli(p), je enaka E(X) = p.
Dokaz. Naj bo
X ~ Bernoulli(p).
Dokaza se lahko lotimo z zgornjo formulo za izracun pri¢akovane vrednosti. Upostevamo tudi, da pri Bernoullijevi
porazdelitvi nastopa vrednost 1 z verjetnostjo p in vrednost 0 z verjetnostjo 1 — p

E(X)=1-p+0-(1-p)

in dobimo
E(X)=np.

Trditev 3.3. Pricakovana vrednost slucajne spremenljivke, ki ima porazdelitev N (i, 02), je enaka p.

Dokaz. Naj bo slucajna spremenljivka X porazdeljena normalno. Gre za zvezno porazdelitev, torej uporabimo defi-
nicijo pricakovane vrednosti zvezne slucajne spremenljivke

E(X):/jozwfxdv.

o0
V naSem primeru torej racunamo

e | _(m—w)?
E(X) = ﬁe 202 - dv.

<1 _Ew?
E(X): ﬁe 202 cvdv =

1 ®_@-w?
= e 202 -vdv=
ov2ar J_o

1  _(@ew? < @ew?
= — e 27 - (v—p)dv+ pe 2027 dv
o\ 2T — o0 —o0

Na tej tocki za lazje ra¢unanje levega integrala dolo¢imo —(v — u)2 = m kot novo spremenljivko. Desni integral lahko
pomnozimo (novo spremenljivko uvedemo le za ra¢unanje levega integrala) z ulomkom pred oklepajem in iz njega
izpostavimo konstanto u ter ga preoblikujemo v

/°° \1/* St
. e 20 .
a o OV 2T

Tu lahko opazimo, da integriramo porazdelitveno funkcijo (v nasem primeru normalno porazdelitveno funkcijo) po
celotni realni osi, kar pa je po definiciji enako 1. Vrednost desnega integrala pomnozenega z ulomkom pred oklepajem
je torej kar p -1 = p.

Po uvedbi nove spremenljivke pa se levi integral preoblikuje v doloc¢en integral, ki ima za spodnjo mejo

2

lim —(v—p)” = —o0,
vV——00
za zgornjo mejo pa prav tako
lim —(v — p)® = —o0.
UV— 00
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Integral na levi je torej dolocen integral z isto spodnjo in zgornjo mejo in je zato enak 0. Sedaj lahko vidimo, da je
pricakovana vrednost normalno porazdeljene slucajne spremenljivke enaka

E(X)=04p=p.
O

Poglejmo, kako na zgledu izracunati pricakovano vrednost. Zanimiv in prakticen primer je uporaba teoreticne
razli¢ice sodobne pecice, katere ideja je bila zasnovana prav na Marsu.

Zgled 3.4. Pecica zacne ob koncu peke piskati in iz prakticnih razlogov jo je mozno ugasniti samo s pritiskom na gumb,
kadar je stevilo piskov enako 2", kjer je n € Ny, torej kadar je stevilo piskov enako 1,2,4,8, ... Iz drugih prakticnih
razlogov pa se z vsakim pritiskom na ta gumb pecica ugasne z verjetnostjo p = 0,5. Zanima nas, kolikokrat bomo
najverjetneje pritisnili na gumb, da se bo pecica ugasnila.

Oznacimo slucajno spremenljivko - Stevilo vseh piskov pecice - kot X. Opazimo, da je verjetnost, da pecico
ugasnemo po stevilu sekund, ki ni potenca Stevila 2, enaka 0. Uporabimo formulo za izracun pricakovane vrednosti

E(X):Zi~P(X:i):ZQk.(2T1+1) :Z%
=t = k=0

k=0

vendar ta vsota pa ocitno nima koncne vrednosti, zato sklepamo, da se pecica nikoli ne izkljuci.

3.4 Varianca

Definirajmo Se eno koli¢ino, ki bo koristna za poglavje, ki sledi:
Definicija 3.11. Varianca slucajne spremenljivke X je
var(X) = E(X?) — B(X)2.
Poglejmo si dva primera varianc. Najprej za Bernoullijevo porazdelitev.
Izrek 3.4. Ce je X slucajna spremenljivka, za katero velja X ~ Bernoulli(p), je var(X) = p(1 — p).

Dokaz. Najprej opazimo, da velja

Za sluéajno spremenljivko X? velja

X2 12, 2 verjetnostjo p,
N 0%, z verjetnostjo 1 — p.

Torej je porazdelitev X2 enaka porazdelitvi X. Iz tega sledi E(Xz) = p oz.

var(X) = p — p°.
g

Druga pomembna varianca, ki jo bomo omenili, je varianca normalne porazdelitve. To bomo le navedli brez dokaza.

Tzrek 3.5. Ce je X ~ N(u,0?) slucajna spremenljivka, potem velja var(X) = o>.
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4 Centralni limitni izrek

V tem poglavju se bo pokazala uporabna vrednost variance in pricakovane vrednosti. V ta namen navedimo naslednji
izrek.

Izrek 4.1. Centralni limitni izrek Naj bodo X1, X2, ... neodvisne in enako porazdeljene slucajne spremenljivke, za katere
velja B(X;) = p in var(X;) = 0%, Za dovolj velike n velja

X1+ + Xn ~ N(npu, naz)7
kjer ~ predstavlja priblizno porazdelitev.

Ta izrek nam pove, da se porazdelitev vsote slucajnih spremenljivk, ki so neodvisne in enako porazdeljene in za katere
velja E(X;) = p in var(X;) = o? priblizuje normalni porazdelitvi. Izrek je bolj natancen, ko se povecuje tevilo
slucajnih spremenljivk, ki jih seStevamo. Pri tem je X; i-ta slucajna spremenljivka. Centralni limitni izrek se pogosto
uporablja skupaj s standardizacijo na naslednji nacin.

Trditev 4.1. Naj bo

in naj bosta a in b taki realni stevili, da velja

aSn +b < N(0,1).

P(S, € (a,b) = ® (ba_\/’%“) ) (“;\;%“) .

Dokaz. Centralni limitni izrek nam pove, da ima S,, porazdelitev

Tedaj velja

Sp ~ N(nu,no?).

S pomocjo zgleda 3.3 lahko najdemo taki stevili ¢ in d, da velja
¢Sn +d ~ N(0,1). To sta
1 . de —/nu

o\/n o

CcC =

Tedaj velja porazdelitev

1
7.(X1+...+Xn),@,;,]\](0’1)’
o\/n o

ki jo postavimo na skupni imenovalec in dobimo

X1+ +Xnp—np
ov/n

Po tem preoblikovanju velja, da je verjetnost enaka

Sn —ny a—nu b—nu . b—np\ a—nu
Pt (o)) o () = ()

< N(0,1).

4.1 Domneve

Za resitev zacetnega problema bomo morali spoznati Se nekaj osnov statistike. Poglejmo si, kaj so domneve. Zamislimo
si, da z eksperimentom Zelimo dolo¢iti informacijo o nekem parametru (recimo parametru o porazdelitvi). Véasih
imamo za ta parameter Ze kaksno idejo, recimo, da je kovanec posten. To je nielna domneva in jo oznac¢imo s Hp.
Ce je opazovanje eksperimenta preveé neskladno s Hy, Ho zavrnemo, sicer pa retemo, da odstopanja niso statistiéno
dovolj zna€ilna (za zavrnitev).

Negacijo Ho ozna¢imo s H; in jo imenujemo alternativna dommeva. Ce Hj zavrnemo, sprejmemo H;. Domneve Ho
nikoli ne sprejmemo, saj bi morda v drugem vzorcu nasli protiprimer (dovolj je en za zavrnitev). Torej ¢e Zelimo
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sprejeti Hy, raje za nicelno domnevo postavimo H; in jo zavrnimo. Postopek odlocditve se imenuje preizkus. Preizkus
ustreza stopnji tveganja «, Ce
P(Hy zavrnemo | Hy velja) < a.

Po tem sprejmemo konc¢no odlocitev, a pa si vnaprej dolo¢imo glede na to, kako majhno tveganje za napako pri
nasem kon¢nem sklepu zelimo (manjs$i @ pomeni manjSe tveganje). Na podlagi izbrane stopnje tveganja in zgornje
neenacbe dolo¢imo obmocje intervala za nas parameter, kjer se zavrne Hyp in nastalemu obmocju reCemo zavrnitveno
obmo¢je. Z drugimi besedami: Ce je vrednost sluc¢ajne spremenljivke po izvedenem preizkusu v zavrnitvenem obmocju,
naso domnevo zavrnemo. Torej lahko dolod¢imo neko zavrnitveno obmodje oziroma interval, na primer (¢, o0). To bi
pomenilo, da ce je vrednost slucajne spremenljivke vecja od ¢, naso domnevo zavrnemo.
Oglejmo si se verjetnost

P(Hy zavrnemo | Hyvelja) =1 — 3.
To $tevilo imenujemo mo¢ preizkusa, vendar na podlagi njega ne dolo¢amo zavrnitvenega obmocja, a je vseeno dobro,
da je ¢im visji. Nanj lahko gledamo kot na stranski produkt preizkusa.

5 ResSitev zacetnega problema

Conway je predlagal, da so imeli dovolj izrekov in definicij za resitev njihovega problema. Dolo¢il je, da so zeleli biti
vsaj 95 % prepricani, da so oz. niso na Marsu. Zacel je svoj dokaz z dolocitvijo stopnje tveganja

a = 0,05.
Njegova nic¢elna domneva Hy je, da so na Marsu. Zacel je z dolocevanjem slucajne spremenljivke

X 1, cCe i-ti anketiranec ni marsovec,
3 = v . . . .
0, cCe i-ti anketiranec je marsovec.

Ker ta slucajna spremenljivka zavzema le vrednosti O in 1, je Vega predlagal, da gre za Bernoullijevo porazdelitev.
Tedaj je zapisal

X; ~ Bernoulli(p).
Vagner je zacdel racunati zavrnitveno obmodje. Vnaprej ve, da je oblike (c,00). S ¢ smo oznadéili najvedjo vrednost
spremenljivke, za katero nase domneve Se ne zavrnemo. Ravnamo se po neenacbi

P(Hy zavrnejo | Hy je pravilna) < a.

Za pravilnost nic¢elne domneve dolo¢i, da je na Marsu 20 % nemarsovcev, saj je to mejna vrednost deleza nemarsovcev,
dolocena z marsovsko zakonodajo, in bo racun veljaven tudi za vse druge mozne pravilne vrednosti. To preoblikuje v

P(Xl + -+ X1000
1000
:P<X1+"'+X1000

1000
:P(Xl + -+ X1000 > 10006|p:0,2) =

= P(X1 + -+ X000 € (10000,00) |p = 0,2).

>c| Hop je pravilen) =

>c\p:O,2>:

Na tej tocki je Pascal dolocil vrednosti za p in o z uporabo lastnosti Bernoullijeve distribucije in variance. Ugotovil
je, da je 4 = p in da je

2
o =/var(X:) = \/p(1-p) = £
Sledil je izracun

P(X1+ -+ X000 € (1000¢,0) | p=0,2) =

1 _3 1000c — 1000p \
o+/1000

_ | _ g [ 1000c—1000-0,2
v/1000 - 0,4 '
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Pri tem so upostevali, da je vrednost funkcije ® na levi enaka 1, saj gre za vrednost integrala porazdelitvene
funkcije po celotni realni osi. Conway ve, da enakost

P(X1+"'+X1000€(1OOOC7OO) |p:072):a

poisfe ravno pravi ¢, saj bodo primeri stroge neenakosti dali manjsa zavrnitvena obmodja (podmnozice pravega).
Postavi in preoblikuje enacbo

| [ 1000c —1000-0,2Y _
v/1000 - 0, 4 ’

o ((1000c—1000-0,2Y) _ oo
/1000 - 0, 4

Vega je pogledal na svojo tabelo z vrednostmi inverzne funkcije ®, ki jo nosi povsod, saj je zelo poznana in
uporabna v vsakdanjem zivljenju, ter nasel vrednost argumenta za ®(z) = 0,95. Izvedel je, da mora veljati

1000c —1000-0,2 _,
v/1000 - 0,4 ’

0z. ¢ & 0,22. Iz tega sledi, da je zavrnitveno obmocje priblizno interval (0’22, 00). Njihov eksperiment vrne vrednost
0,23 € (0’22, 00). Torej sklepajo, da niso na Marsu, saj morajo ni¢elno domnevo zavrniti.

Literatura

[1] John A. Rice: Mathematical Statistics and Data Analysis, tretja izdaja. Brooks/Cole, 2006

62



Kirchoffov izrek
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Mentor: Matija Likar

Povzetek

V ¢lanku predstavimo problem stetja vpetih dreves v grafu. Izpeljemo Kirchoffov izrek, ki povezuje stevilo vpetih
dreves v grafu z lastnimi vrednostmi sosednostne matrike grafa. Izrek uporabimo na primeru hiperkocke.

1 Uvod

Poglejmo si naslednji kombinatori¢ni problem. Na Marsu se je zgodil Sokanten dogodek. Na planet je priletel astero-
kubid, ki je zaradi Marsove unikatne atmosfere zavzel obliko kocke. Ugotovili smo, da se na njegovih oglis¢ih nahaja
dragocena ruda, svoje rudniske rove pa lahko napeljemo le po robovih te kocke. Zaradi finan¢nih omejitev zZelijo
skopati sistem rovov, tako da bo za vsak par vozlis¢ obstajala le ena pot. Lotijo se kopanja, a kmalu ugotovijo, da
imajo veliko izbir, kaksSen sistem rovov izbrati. Zac¢nejo se prepirati o vseh moznih poteh in Ze nameravajo pripraviti
anketo z vsemi povezavami, da bi se ljudstvo lahko odlocilo za najboljse, vendar hitro ugotovijo, da ne vejo, koliko
je sploh vseh moznih sistemov rovov, ki jih lahko izkopljejo. Moznosti je bilo tako veliko, da so med debato cisto
pozabili na kamnine in zaceli razmisljati le Se o stetju takih sistemov.

2 Grafi in vpeta drevesa

K problemu bomo pristopili preko spektralne teorije grafov. Za zacetek si poglejmo nekaj osnovnih pojmov teorije
grafov, s katerimi formaliziramo svoj kombinatori¢ni problem.

Definicija 2.1. Graf G = (V, E) je urejen par, kjer je

e V ={v1,...,vp} neprazna mnozica vozlis¢ ali tock grafa,
e E = {e1,...,eq} pa mnozica povezav med njimi. Vsaka povezava je doloéena z mnoZico dveh vozlis¢, ki jo
povezuje.

Kocko v nasem uvodnem problemu lahko modeliramo kot graf, tako da vzamemo njena oglisca za mnozico vozlisc.
Dve vozlis¢i pa v grafu povezemo natanko tedaj, ko ju povezuje rob kocke. V nadaljevanju bomo se privzeli, da je
med dvema vozliS¢ema najve¢ ena povezava, vozliSCe pa ne sme imeti povezave same nase. Privzeli bomo tudi, da je
mnozica vozlis¢ koncna. Z izrazom v; ~g v; bomo oznacili, da sta vozlis¢i v; in v; povezani v grafu G. Vozliscema,
ki ju neka povezava povezuje, bomo rekli krajis¢i te povezave.

Primer 2.1. Imamo graf G = (V, E) z vozlis¢i V = {1,2,3,4} in povezavami E = {(1,2),(2,3), (2,4),(1,4)}.

Poglejmo si Se nekaj lastnosti grafov, ki nam bodo pomagali pri problemu. Stopnja vozlis€a d(v) je Stevilo povezav
v grafu, ki imajo vozlis¢e v za eno izmed svojih krajis¢. Graf je d-regularen, ce ima vsako vozlis¢e v grafu stopnjo d.
Stopnje vozlis¢ v zgornjem primeru grafa so prikazane v spodnji tabeli.

Zaporedje vozlis¢ vivs ... v, v grafu imenujemo sprehod, ¢e v; ~¢ vi+1 zai=1,...,n — 1. Grafu pravimo, da je
povezan, Ce za poljuben par vozlis¢ obstaja sprehod, ki se zacne v enem in konca v drugem vozlis¢u. Graf v zgornjem
primeru, je povezan.
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2 3

Slika 1: Graf na Stirih vozliséih.

vozlisée v | stopnja vozlis¢a d(v)
1 2
2 3
3 1
4 2

Tabela 1: Stopnje vozlis¢ v zgornjem primeru grafa.

Grafe pa lahko med sabo tudi mnozimo. Naj bosta G = (V4, E1) in H = (Va, E») grafa. Njun produkt G x H =
(V, E) definiramo kot

o V=V xVo={(v1,v2)|v1 € V1,v2 € Va},
(u=u)A(v~pg o),
o E =< {(u,v), (W, )} |u,u’ € Vi, v,v" € Va, ali
(u~gu)A(v="2")

Naj bosta G = (V,E) in H = (V', E’) grafa. Pravimo, da je H podgraf grafa G, ée velja V' C V in E' C E.
Poseben tip podgrafa je vpeti podgraf, ki vsebuje vsa vozli§éa prvotnega grafa, oz. V' = V.

Spoznajmo se nekaj vrst grafov, ki se pogosto pojavljajo.

e Polni graf ali klika K, je graf z n vozlisci, kjer je vsako vozlis¢e povezano z vsemi ostalimi. Tako ima klika

w povezav in je (n — 1)-regularna.
e Pot P, je graf z n vozlisci, kjer povezemo med sabo vozlisce ¢ in vozlisée i + 1 za ¢ € {1,2,...,n — 1}.
e Cikel C, je graf z n vozlisci, kjer povezemo med sabo vozlisCe i in vozlisée i +1 za ¢ € {1,2,...,n — 1} ter tudi

prvo in zadnjo vozliée (1,7n), da dobimo 2-regularen graf. Ce nek graf vsebuje cikel kot podgraf, pravimo da
ima graf cikel, oz. da je ciklicen. V nasprotnem primeru pravimo, da je graf aciklicen.

e Hiperkocka H, = (V, E) je graf, ki je produkt n-tih poti P». Tako ima graf 2" vozlis¢ in 2"~' - n povezav, s
¢imer dobimo n-regularen graf.

Poglejmo si Se eno lemo, ki nam bo prisla prav v nadaljevanju.
Lema 2.1. Ce graf nima cikla, potem ima vsaj eno vozlisce s stopnjo 1.

Dokaz. Izberimo si poljubno vozlis¢e v grafu in se premikamo po povezavah, tako da se nikoli ne vrnemo na vozlisce,
od koder smo prisli. Ker graf nima cikla, ne bomo nikoli prisli na isto vozlis¢e dvakrat, torej bomo morali s¢asoma
priti do nekega vozlisca, iz katerega ne bomo mogli nadaljevati, saj je krajis¢e le ene povezave. Tako vozlis¢e ima
stopnjo 1. g

Vrsta grafa, ki se pojavi v nasem problemu, je drevo.

Definicija 2.2. Grafu G = (V, E) redemo drevo, ce je povezan in nima ciklov. Vozliséem v drevesu, ki imajo stopnjo 1,
pravimo listi.

Za resevanje kombinatori¢nih problemov je koristno poznati Se nekaj ekvivalentnih pogojev, kdaj je graf drevo.
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VX 2

Slika 2: Graf K4 in njegovih 16 vpetih dreves (izvzemsi rotacije in zrcaljenja).

Lema 2.2. Naj bo G graf z n vozlis¢i. Naslednje izjave so ekvivalente
(a) graf G je drevo,
(b) graf G je povezan in ima n — 1 povezav,
(c) graf G nima cikla in ima n — 1 povezav,

(d) med vsakim parom vozlis¢ v G obstaja natanko ena pot.

Dokaz. Dokazali bomo le ekvivalentnost izjav (a) in (c), ostale pare pa lahko bralec poskusi dokazati sam. Najprej
dokazimo, da izjava (a) implicira izjavo (c). Po definiciji drevesa na$ graf nima ciklov, tako da je prvi pogoj zadoscen.
Drugi pogoj pokazemo z indukcijo na stevilu vozlis¢ n. Baza indukcije n = 1 je ocitna. Sedaj predpostavimo, da ima
drevo z n — 1 vozlis¢i n — 2 povezav, zelimo pa dokazati, da ima drevo z n vozlis¢i n — 1 povezav. Po lemi 2.1 si lahko
izberemo en list drevesa in ga odstranimo skupaj s povezavo, ki ga povezuje s preostankom grafa. Tako dobimo graf
z n — 1 vozliscéi. S tem zagotovo ne bomo ustvarili novih ciklov. Ker smo odstranili list, nobeni drugi dve vozlisci v
prvotnem grafu nista bili povezani preko njega, zato bodo vsa preostala vozlisca ostala povezana. Torej je nastali graf
drevo z n — 1 vozlis¢i. Po indukcijski predpostavki ima to drevo n — 2 povezav. Ker smo odstranili eno povezavo, ima
prvotno drevo n — 1 povezav, kar zakljucuje indukcijo.

Dokazimo Se implikacijo v drugo smer. Spomnimo, da zelimo dokazati, da je nas graf povezan in nima ciklov.
Druga lastnost je seveda ocitna. Naj bo G aciklicen graf z n — 1 povezavami. Po lemi 2.1 mu lahko, podobno kot
prej, odstranimo neko vozlisce s stopnjo 1 skupaj s povezavo, ki ga povezuje s preostankom grafa. Dobimo aciklicen
graf G’ z n — 2 povezavami, ki je po nasi indukcijski predpostavki drevo, torej je povezan. Zelimo dokazati, da je tudi
graf G povezan. To drZi, saj iz grafa G’ dobimo G tako, da dodamo eno vozlis¢e in povezavo nanj. Dodano vozlisce
je povezano z nekim vozli¢éem v G’ in posledi¢no tudi z vsemi ostalimi vozlis¢i v G’. Torej je G povezan. Sledi, da
je G res drevo, kar zakljucuje indukcijo. O

Definicija 2.3. Vpeto drevo je vpet podgraf, ki je drevo.

Ce pogledamo &etrto izmed ekvivalentnih definicij drevesa, vidimo, da Zelimo v uvodnem problemu presteti vpeta
drevesa grafa kocke Hs. K takemu problemu je tezko pristopiti na naiven kombinatori¢en nacin, zato bomo v nada-
ljevanju vpeta drevesa grafa presteti z uporabo linearne algebre. Lazji kombinatori¢ni problem je presteti vsa vpeta
drevesa klike. Na sliki 2 so prikazana vpeta drevesa klike K4. V splosnem bomo stevilo vpetih dreves v grafu G
oznadili s k(G).

3 Linearna algebra
Spoznali bomo nekaj klju¢nih izrekov iz linearne algebra, ki nam bodo koristili pri uvodnem problemu. Predpostavili
bomo, da je bralec seznanjen z osnovnimi koncepti, kot so vektor, matrika, transponirana matrika in produkt dveh

matrik. Bralec lahko osvezi svoje znanje s [1]. Vrednost v i-ti vrstici j-tega stolpca matrike A bomo oznaéili z
[A]ij = aij. Zacnimo z definicijo permutacije, preko katere bomo definirali determinanto matrike.
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Definicija 3.1. Permutacija o je bijekcija na mnozici {1,...,n}. MnoZico vseh permutacij n elementov oznacimo s S,.

Spomnimo, da na mnozici z n elementi obstaja n! permutacij. Permutacijo lahko zapiSsemo na ve¢ nacinov, enega
izmed njih smo si ogledali v naslednjem primeru.

Primer 3.1. Za mnoZico {1,2,3,4} se eno izmed permutacij lahko zapise kot

(1 2 3 4
773 1 2 4)
kjer so v prvi vrstici elementi v obicajnem vrstnem redu, v drugi vrstici pa vrednosti v katere se ti elementi slikajo. To

lahko splosneje zapisemo kot
o= 1 2 . n
“\oe() o2 ... o(n))’

Potrebovali bomo Se dve lastnosti permutacije. Stevilo inverzij permutacije inv(o) je stevilo parov (i, 7), kjer sta
i < jin o(j) < o(i). Signatura permutacije sgn(c) = (—1)™(?), Za permutacijo ¢ iz prvega primera sta taka para
(1,2) in (1,3) iz Cesar sledi, da je inv(o) = 2.

3.1 Determinanta matrika
Definicija 3.2. Determinanta matrike A € R™*" je

n

det A= " |sen(o) [ aiocr

ocESy =1

Zgled 3.1. Izpisimo determinanto splosne matrike za n = 2 in n = 3.

ail a2
det = a11a22 — A12021
a1 Q22

a1 ai2 @13
det |az21 a22 as3| = @11022a33 + a12a23a31 + A13A21A32 — G12021033 — (11023032 — (13022031
aszir as2 as3

Ker je stevilo permutacij mnozice z n elementi enako n!, je tak nacin racunanja determinante neprakticen. Bolj
obic¢ajno je racunati determinanto z razvojem po vrstici ali stolpcu.

Izrek 3.1. Ekvivalentno lahko determinanto matrike A definiramo preko razvoja po vrsticah ali po stolpcih

det A=) "(=1)*arx det Ay
k=1

= Z(fl)kJrlakl det Ak1,
k=1

kjer je Ai; matrika, ki smo ji odvzeli i-to vrstico in j-ti stolpec. Omenimo Se, da izrek drzi, tudi ko namesto prve
vrstice ali prvega stolpca opazujemo poljubno vrstico ali poljuben stolpec.

Dokaz izreka lahko bralec najde v [1], mi pa bomo dokazali, da definiciji sovpadata pri razvoju matrike 3 x 3 po
prvi vrstici.

Zgled 3.2.
a11  aiz a13

det |a21  a22 a23| = a1 - (a22a33 — agzas2) — a1z - (a21a33 — az3as1) + a13 - (a21a32 — a22a31)
az1 a32 ass

= (11022033 + 212023031 + Q13021032 — 412021033 — A11023032 — 413022031
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Transponirana matrika neke matrike A € R"*™ je matrika A7 € R™*", ki jo dobimo tako, da zamenjamo vrstice
in stolpce matrike A, natanéneje [AT];; = [A];;. Bralca spomnimo e na nekaj uporabnih lastnosti pri ra¢unanju
determinante.

Lema 3.1. Naj bo A € R™™"™ matrika. Zanjo veljajo naslednje lastnosti

(a) det AT = det A,

(b) ce v A menjamo dve sosednji vrstici, se predznak determinante sprement,

(c) ce ima A vrstico samih nicel, potem je det A = 0,

(d) ¢e ima A dve enaki vrstici, potem je det A = 0,

(e) ce je A trikotna matrika, torej je a;; =0 za vse i > j, potem je det A = H?:I aii,

(f) det(—A) = (—1)™ - det A,

(9) ce poljubni vrstici v A pristejemo poljubno drugo vrstico v A se determinanta matrike ne spremeni.
Dokaz. Dokazali bomo le prvo izmed lastnosti. Dokaze ostalih lahko bralec poisce v [1]. Zaradi prve lastnosti veljajo
preostale tudi ¢e zamenjamo izraz vrstica z izrazom stolpec.
Prvo lastnost bomo dokazali z indukcijo po n. Baza indukcije n = 1 ocitno velja, saj je taka matrika enaka sebi
transponirani matriki. Za splosen n determinanto AT razpiSemo z razvojem po vrstici in uporabimo definicijo tran-

sponirane matrike ter indukcijsko predpostavko za podmatrike velikosti (n — 1) x (n — 1). Dobimo vsoto, ki je enaka
determinanti matrike A preko razvoja po stolpcu.

n

det AT = "(=1)**! [AT]1x det(Af})

k=1

= Z k+1[A k1 det(Akl)

= Z k+1 [A k1 det(Akl)

=det A
a
Lema 3.2. Naj bo (k1,...,km) m-terica razlicnih celih $tevil med 1 in n ter naj bo B € R"*™. Z By, ... k,, 0znacimo
matriko B, v kateri vzamemo le vrstice ki, ..., kmn v tem vrstnem redu. Naj bo (j1,...,J5m) enaka m-terica, vendar v

narascajocem vrstnem redu. Potem velja
det(Buy,... k) = sgn(ki, ..., km) - det(Bj,
Zgoraj smo s sgn(ka, ..., km) oznadili signaturo permutacije na mnozici {j1,...,Jm}, ki slika element j; v k;.

Lema 3.3. (Cauchy-Binetova formula) Naj bosta A € R™ ™ in B € R™ ™ matriki. Ce je n < m, je det(AB) =
sicer pa je
det(AB)= Y det A[S]- det B[S].

SC{1,....n}
|S|=m

V zgornjem izrazu A[S] oznacuje matriko A, v katerem obdrZimo le stolpce z indeksi v mnoZici S, istem vrstnem redu
kot v originalni matriki. Podobno, B[S] oznacuje matriko B, v kateri ohranimo le ustrezne vrstice.

Dokaz. Uporabimo definicijo determinante in nato Se definicijo produkta matrik

det(AB) = Z sgn(o ﬁ ABlio i
i=1

gESm

Z sgn(o

o€Sm i

n

Z Jit [Blo(i)

1 k=1

::]s
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Permutacijo o lahko razpisemo kot m-terico (I1,...,ln), kjer je l; = o(i). Prav tako lahko razvijemo produkt vsot v
izrazu

Z sen(l1, ..., lm) (Z[A]1k[3]ka(1)> e <Z[A]mk[B]ka(m)>

1<y, lm<m k=1 k=1

= Y sen(nobe) > Al Al - Bl (Bl

1<ly,...,lm <m 1<k1,....,km<n
m m
= E sgn(li, ..., lm) E | I [Alir; I I (Bl
1<y, by <m 1<k, km <n \i=1 i=1
V zgornjem izrazu prvi¢ seStevamo po vseh m-tericah (l1,...,l,), drugi¢ pa po vseh m-tericah (k1,..., k). Vrstni

red teh dveh seStevanj lahko menjamo, ¢lene tipa [A];x, pa lahko nesemo pred drugo vsoto

Z Z Sgn(h,...,lm) H[A}Zkl H[B]k@lz
1<ky,o o km <n 1<y, )l <m i=1 i=1
= > [TtAsx: > sen, o tn) | [[1Blea
1<ky..km<n \i=1 1<yl <m i=1
Desno stran izraza prepoznamo kot determinanto matrike B, v kateri obdrzimo le vrstice k1, ..., km, v tem vrstnem

redu. Tako matriko bomo oznacili z By, ...k

m

> (Al (Al - det(Bry,k)

1<ki..km<n

Naj bo (j1,...,jm) urejena m-terica vrednosti iz (ki,...,km) v nepadajoem vrstnem redu. Signaturo m-terice
(k1,...,km) definiramo preko Stevila inverzij m-terice (Stevila indeksov ¢ < j, kjer je k; < kj;). Signatura m-terice je
—1, ce je stevilo inverzij liho, in 1, ¢e je stevilo inverzij sodo. Po lemi 3.2 vidimo, da je

det(Buy, ...,k ) = sgn(ki, ..., km) det(Bj,,....j.m ), tOrej

,,,,,

> Al Ak, -sgnlks, o k) - det(Byy ,,)-

Namesto, da seStevamo po vseh m-tericah (ki,...,kn), lahko iteriramo po vseh urejenih m-tericah (ji,...,jm) in
njihovih permutacijah

S det(Birn) Y son(o) [ 1Al

1<j1<-<jm<n oESm i=1

= > det(Byyg) det(Ayy i)

1<j1<-<jm<n

- Z det A[S] - det B[S],

m

kjer smo v zadnjih korakih prepoznali determinanto matrike A, v kateri obdrzimo le stolpce, ki ustrezajo m-terici
(ji,---,Jm), in upoStevaje 3.1 (d) vzeli v poStev le tiste m-terice (ji,...,Jm), ki imajo paroma razli¢ne vrednosti. O

Iz zgornje leme sledi znana posledica izreka za kvadratne matrike. Naj bosta A, B € R™*", potem je namrec
det(AB) = det A - det B.
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3.2 Lastna vrednost in lastni vektor
Povzemimo se nekaj kljucnih definicij in izrekov iz linearne algebra, ki jih bomo koristili v nadaljevanju.

Lema 3.4. Naj bo A € R"*". Enacba A-v = 0, kjer 0 oznacuje stolpicni vektor z n niclami in je neznanka vektor v,
ima netrivialno resitev natanko tedaj, ko je det(A) = 0.

Definicija 3.3. Real Stevilo )\ je lastna vrednost matrike A € R"*™, ce obstaja nenicelni vektor v € R™, imenovan lastni
vektor, tako da je Av = \-v. Izrazu det(tI, — A) pravimo karakteristiéni polinom matrike A. Oznacimo ga s pa(t).
Vizrazu smo z I, oznacili identicno matriko dimenzije n. To je matrika, kjer je a;; = 1 natanko tedaj, ko je i = j.

Lema 3.5. Matrika A € R™*"™ ima lastno vrednost \ natanko tedaj, ko je pa(\) = 0.

Dokaz. Po definiciji lastne vrednosti matrike obstaja neki nenicelni vektor v, tako da je Av = Av = Al,v. Enacbo
lahko preuredimo v AI,v — Av = 0. Zaradi distributivnosti lahko vektor v izpostavimo in dobimo (A, — A)v = 0.
Vektor v je po predpostavki nenicelni, zato je po lemi 3.4 velja det(AI, — A) = 0, kar po definiciji karakteristicnega
polinoma velja, ¢e in samo ¢e je pa(A) = 0. O

4 Stevilo vpetih dreves v grafu

Vrnimo se sedaj k prvotnem problemu. V splosnem nas zanima stevilo vpetih dreves v nekem grafu. Najprej si bomo
ogledali, kako lahko ta problem prevedemo na linearno algebro. Za to je treba svojemu grafu prirediti orientacijo,
oziroma smer povezav. To pomeni, da vsaki povezavi med parom vozlis¢ dolo¢imo zacetno in konc¢no vozlisée. V
nadaljevanju bomo videli, da lahko za resitev problema izberemo poljubno orientacijo.

e Sosednostna matrika A(G) je matrika RP*?, kjer je |A(G)]i; $tevilo povezav med vozliséema v; in v;. Ob nasih
predpostavkah je to Stevilo lahko le 0 ali 1, kjer je slednje mogoce samo, ce i # j.

e Inciden¢na matrika M (G) je matrika RP*9, za katero velja

—1, ce ima povezava e; zacetek v vozliséu v;,
[M(G)ij =41, deima povezava e; konec v vozliséu v;,

0, ce vozlisce v; ni krajisce povezave e;.
e Laplaceova matrika L(G) je matrika RP*?, za katero velja

—mij, kadar i # j,

E(@)s = {d(v-) kadar i = j.

pri cemer z d(v;) oznacimo stopnjo vozliséa v; in z m;j Stevilo povezav med vozliséema v; in v;, neodvisno od
njthove orientacije.

Ker je mogoce vsakemu grafu prirediti tovrstne matrike, lahko kombinatori¢ni problem stetja vpetih dreves na
grafu prevedemo na linearno algebro. Kjer je nedvoumno, o katerem grafu govorimo, bomo te tri matrike na kratko
oznalili z A, M in L. Algebrai¢no bomo dokazali Kirchhoffov izrek o stevilu vpetih dreves na grafu in tako tudi prisli
do resitve problema za hiperkocko H,,. Za dokaz izreka potrebujemo Se naslednje leme.

Lema 4.1. Naj bosta M € RP*? incidenéna matrika in L € RP*P Laplaceova matrika istega grafa. Potem je MMT = L.

Dokaz. Dimenziji MM? in L sta oditni enaki. Treba je e dokazati le, da je [MM™];; = [L];; za vsaka indeksa
1,7 € {1,2,...,p}. Po definiciji mnozenja matrik velja

(MM ]i; =Y M)k [M" i

=Y (M [M]je.

Zdaj lo¢imo primera, ko je ¢ # j oziroma i = j.
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1. Ce velja i # j in Zelimo, da [M];x[M];x # 0, morata biti vozlisé¢i v; in v; povezani. Po definiciji inciden¢ne

matrike ena od vrednosti [M];x in [M];x pri nekem k € {1,2,..., ¢} zavzema vrednost —1, druga pa 1, torej je
produkt [M];x[M];), enak —1. Vsota Y1 _ [M]i[M];x je potem enaka nasprotni vrednosti Stevila povezav med

vozlis¢i v; in vj, kar ustreza definiciji Laplaceove matrike L.
2. Ce velja i = j, je
[M]ix[M]j5 = [M]s,

iz Cesar sledi
q

(MM )i = M
k=1
Za vozliice v;, ki sovpada s k-to povezavo, je vrednost [M]?, enaka 1, sicer pa 0. Potem je vsota Yor_ M 1%
enaka stopnji vozliséa d(v;) in je
(MM = d(vi),
kar tudi ustreza definiciji Laplaceove matrike in zakljuc¢uje dokaz. d
Lema 4.2. Naj bo G d-regularen graf s p vozlisci.
1. Velja L(G) = dI, — A(G).

2. Ce ima matrika A(G) lastne wvrednosti Mi,Ma,...,\p, potem ima matrika L(G) lastne vrednosti
d—Ai,d— oy d— A,

Dokaz.

1. Ce identi¢no matriko I, pomnozimo s skalarjem d, dobimo matriko

d 0 ... 0
0 d ... 0
dl, = ,
0 0 d
in izraz dI, — A(G) je potem enak

d 0 . 0 0 a2 . Q1p d —ai2 . —Qip
0 d 0 a1 0 oo azp —a21 d . —az2p
0 0 e d apl ap2 e 0 —G0ap1 ap2 e d

Vrednosti na diagonali matrika dI, — A(G) so enake d, kar je ravno stopnja vozliS¢a v;. Vse ostale vrednosti a;;,
za katere i # j, so enake nasprotnim vrednostim elementov matrike A(G), torej je razlika matrik dI, — A(G)
ravno Laplaceova matrika L(G) grafa G.

2. Naj bosta A; lastna vrednost in v; lastni vektor matrike A(G). Vemo, da velja Av; = A(G)v; in
L(G) = dI, — A(G), iz Cesar sledi

L(G)vi = (dI, — A(G))v;

= d’UZ' — A(G)Ul
= (d — )\1)1)7,
Potem je d — \; lastna vrednost in v; lasten vektor matrike L(G), kar zakljucuje dokaz. O

Definicija 4.2. Naj bo G = (V, E) graf in M(G) njegova incidencéna matrika. Reducirana incidencna matrika My (G)
je matrika M(QG), ki ji odstranimo zadnjo vrstico.

Lema 4.3. Naj bo G povezan graf s p vozlisci in q povezavami in naj bo S podmmnozica p — 1 povezav. Potem je

+1, ce povezave v S tvorijo vpeto drevo in
det Mo[S] = { P Jo P

0, ¢e povezave v S ne tvorijo vpetega drevesa,

kjer Mo[S] oznacuje matriko Mo, v kateri obdrZimo le stolpce, ki ustrezajo povezavam iz S.
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Dokaz. Naj bo M incidenc¢na matrika grafa G in naj bo ex € F neka povezava, ki ima v, za eno izmed krajisc. Naj
bo My[S] matrika, katere mnozica povezav S tvori vpeto drevo T.krajisée Vemo, da elementi m;; matrike My|[S]
zavzemajo vrednosti £1, ¢e predstavljajo konce oziroma zacetke povezav v S, ali 0, ¢e ne tvorijo nobene povezave.

Matriki Mo[S] odstranimo stolpec, ki ustreza povezavi ey, ter vrstico, ki ustreza drugemu krajis¢u povezave ey
in dobimo matriko M{[S] € R®=2*®=2) " Determinanto matrike M[S] izra¢unamo z razvojem po stolpcu. Vse
vrednosti v vrstici in stolpcu, ki smo ju odstranili, razen tiste, ki doloc¢a zacetek oziroma konec povezave e, so enake
0, zato velja enakost

det Mo[S] = £ det M{[S)].

Ko matriki Mo[S] odstranimo stolpec in vrstico, odstranimo povezavo ey in zdruzimo vozliséi, ki ju ex povezuje,
ter tako dobimo drevo T’. Potem lahko z indukcijo dokaZemo, da je det M = 41, iz Gesar res sledi det My[S] = +1.
Obravnavajmo Se primer, ko mnozica povezav S ne tvori vpetega drevesa. Po lemi 2.2(c) ta mnozica vsebuje

usmerjene povezave e, ..., ey, ki tvorijo cikel. Naj bo v = [v1,...,vp—1] nenicelni vektor, definiran z
1, ¢e med obhodom cikla prepotujemo povezavo e; v smeri njene usmeritve,
v; = { —1, ¢e med obhodom cikla prepotujemo povezavo e; v nasprotni smeri,
0, Ce povezave e; ne prepotujemo.

Opazimo, da dobimo
M() [S] v =0.
Vektor v tukaj ne more biti nicelni vektor, saj mora cikel, katerega prepotujemo imeti vsaj tri povezave, iz ¢esar po
lemi 3.4 sledi
det Mo [S] =0.

O

V dokazu smo videli, da je determinanta matrike My [S] neodvisna od izbire orientacije povezav v G. V nadaljevanju
bomo uporabljali inciden¢no matriko zgolj v kontekstu njene determinante, ki je sedaj dobro definirana. Sedaj lahko
dokazemo Kirchhoffov izrek, ki nam pove sStevilo vpetih dreves na grafu. Dokaze nekaterih lem in posledic, ki jih
bomo zaradi njihove malovaznosti izpustili, lahko bralec poisée v [3].

Izrek 4.1 (Kirchhoffov izrek). Naj bo G povezan graf in naj bo L njegova Laplaceova matrika. Z Lo oznacimo Laplaceovo
matriko L, ki smo ji vzeli zadngi stolpec in zadnjo vrstico. Potem je $tevilo vpetih dreves na grafu G enako

k(@) = det Lo.

Dokaz. Po lemi 4.1 je L = MM?7T, iz &esar sledi Lo = MoM{ . Determinanto matrike Lo lahko potem izradunamo s
pomocdjo Cauchy-Binetove formule in lastnosti 3.1(a) ter dobimo

detLo=  »  (det Mo[S])(det Mg [S])

|S|=p—1
SC{1,2,....q}

= ) (det Mo[S))*.
|S|=p—1
SC{1,2,...,q}

Zaradi leme 4.3 je det Mo[S] = %1, kadar povezave v S tvorijo vpeto drevo, oziroma je det My[S] = 0, ¢e povezave
ne tvorijo vpetega drevesa. Sledi, da je v primeru, da povezave v S tvorijo vpeto drevo, (det Mo[S])? = 1, in v
nasprotnem primeru (det My[S])? = 0, torej je res x(G) = det Lo. O

4.1 Stevilo vpetih dreves na hiperkocki H,,

S pomocjo Kirchhoffovega izreka lahko potem resimo zacetni problem in izracunamo Stevilo vpetih dreves na hiperkocki
H,. Vemo, da je stevilo vpetih dreves na grafu G enako x(G) = det Lo. Izkaze se, da lahko s pomod¢jo naslednje
leme izrek poenostavimo tako, da za izra¢un Stevila vpetih dreves potrebujemo zgolj lastne vrednosti grafu prirejene
sosednostne ali Laplaceove matrike.
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Lema 4.4. Naj bo L € RP*P matrika, v kateri je vsota po vrsticah in stolpcih enaka 0 in Lo matrika, ki nastane, e
matriki L odstranimo zadnji stolpec in vrstico. Potem je koeficient pred t v karakteristicnem polinomu det(tI — L)
enak

(—=1)""'pdet Lo.

Dokaz. Naj bo L € RP*P taksna matrika, da je vsota po vsaki vrstici in stolpcu v njej enaka 0. Izraz tI — L je potem
enak

t— 111 —l12 . —llp
—lo1 t—l2 ... —lzp
tl — L =
Ty

Ce k zadnji vrstici matrike tI — L priStejemo ostale vrstice te matrike, bodo vse vrednosti v njeni zadnji vrstici
enake ¢, saj je vsota po stolpcu v L enaka 0. Nato iz zadnje vrstice izpostavimo ¢ in novo matriko oznac¢imo z N(t).
Ker priStevanje vrstic ne spremeni determinante matrike (lema 3.1(g)), je

det(t] — L) = tdet N(t)

in koeficient pred ¢ polinoma det(t] — L) je enak det N(0).

Potem k zadnjemu stolpcu matrike N(0) priStejemo vse ostale stolpce. Opazimo, da so vrednosti v zadnjem
stolpcu enake 0, razen zadnje, ki je enaka p. Ce zdaj z razvojem po zadnjem stolpcu izra¢unamo determinanto te
matrike, po lemi 3.1(f) dobimo

det N(0) = pdet(—Lo) = p(—1)""" det Lo,

iz Cesar sledi, da je koeficient enak (—1)P~'pdet Lo. a

Posledica 4.1.
(a) Naj bo G povezan graf s p vozliséi, in naj bodo lastne vrednosti matrike L(G) enake p1, pa, ..., up, da velja
up = 0.1 Potem je
1
K(G) = —papiz - pp—1.
p
(b) Naj bo G d-regularen graf in naj bodo A1, Az, ..., \p, kjer je Ay, = d, lastne vrednosti matrike A(G). Potem velja
1
K(G) = (= A)(d =) ++(d = Ay,

Ker je hiperkocka n-regularen graf, potrebujemo za izracun Stevila njej vpetih dreves zgolj lastne vrednosti njene
sosednostne matrike, kar imenujemo spekter grafa. Racunanja lastnih vrednosti kocke Hs se lahko bralec loti sam, v
splosnem pa bomo za izracun spektra hiperkocke potrebovali naslednjo lemo, ki je pa ne bomo dokazali.

Lema 4.5. Naj bosta G in H grafa s sosednostnima matrikama A(G) in A(H). Ce imata matriki A(G) in A(H)
zaporedoma lastne vrednosti aa,...,am ter Bi,...,Bn, tma matrika A(G x H) mn lastnih vrednosti oblike

{ai+B51i€{1,2,...,m} inj€e€{1,2,...,n}}.
Hiperkocka H,, je enaka kartezi¢cnemu produktu

Hn:PQX"'XPQ,
—_————

n-krat
pri ¢cemer je P> pot z dvema vozliSCema, katere sosednostna matrika ima lastni vrednosti A1 = 1 in Ay = —1. Iz tega
sledi, da ima H, natanko 2" lastnih vrednosti tipa 2i, kjer je i € {—n,...,n} in se vsaka pojavi ")-krat. Ce to

vstavimo v enac¢bo iz posledice 4.1(b), dobimo

! Bralec se lahko preprica, zakaj ima matrika L(G), kjer je vsota po vrsticah 0, zmeraj lastno vrednost up, = 0. Podobno velja
za matriko A(G), kjer imamo, da je vsota po vrsticah d, kar nam zagotavlja lastno vrednost A\, = d.
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= 2% H(gi)(”f)

i=1
n

o2 T

i=1

in s tem tudi Stevilo vpetih dreves poljubne hiperkocke H,,.
Ce se vrnemo k prvotnemu problemu pa ugotovimo, da je tevilo vpetih dreves v kocki enako 384. Za konec pa v
tabeli 2 navedimo Se nekaj vrednosti za majhne n.

K(Hn)
1
4
384
42467328
~ 2.08 x 1017

Uk W N =3

Tabela 2: Stevilo vpetih dreves v hiperkocki H,, za n < 5.

5 Zakljucek

Prvoten kombinatori¢ni problem stetja sistemov rovov asterokubida smo prevedli na problem Stetja vpetih dreves v
kocki. S pomocjo Kirchoffovega izreka smo ta problem resili za splosen povezan graf ob predpostavki, da poznamo
lastne vrednosti njegove Laplaceove matrike oz. njegov spekter, ¢e gre za d-regularen graf. Tega smo za hiperkocko
tudi izracunali in ugotovili, da se bodo MaRSovci posteno namucdili z evalvacijo vseh 384 moznih sistemov rovov
asterokubida.
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Teorija kodiranja in Hammingov kod

Vaj Filej, Janos Ivanec
Mentor: Jus Kocutar

Povzetek

Obravnavane so osnove teorije kodiranja. Definirani so linearni kodi, dimenzija in minimalna razdalja. Predstavljen
je Hammingov kod in kako je z njim povecana verjetnost pravilno poslanih sporocil.

1 Uvod

Zelimo modelirati, kako lahko pogiljamo sporoéila v resni¢nem zivljenju. Vsako sporoéilo pretvorimo v zaporedje
simbolov, ki so 0 ali 1. Posiljatelj poslje zaporedje preko nekega kanala in prejemnik ga dobi. V resni¢nem zivljenju
se pri prenosu sporocila skozi vsak kanal lahko zgodijo napake. To pomeni, da se kakSen simbol spremeni iz 0 v 1, ali
pa, da ga ne moremo dolociti. Ideja teorije kodiranja je, da sporocilu, ki ga zelimo poslati, dodamo nekaj bitov in s
tem poskrbimo, da niso vse oblike sporocil dovoljene.

Poglejmo problem na preprostem primeru. Recimo, da zelimo poslati sporocilo stirih bitov in vemo, da je verje-
tnost, da se vsak bit pokvari, enaka p. Predpostavimo tudi, da je verjetnost, da se en bit pokvari, neodvisna od tega,
ali se drugi pokvarijo. Sledi, da je verjetnost, da se celo sporoéilo Stirih bitov prenese pravilno, enaka (1 — p)4. Za
p = 4% to pomeni, da je verjetnost, da bo celotno sporocilo pravilno, enaka ~ 85%. Na$ cilj je, s ¢im manj dodanih
bitov, povecati verjetnost pravilno prenesenega sporocila.

2 Osnovne definicije

2.1 Kodi

Najprej bomo definirali mnozico vseh moznih zaporedij neke dolzine. Elementu mnozice {0,1} pravimo bit.

Definicija 2.1. Oznacimo s Fy mnoZico vseh moznih zaporedij dolZine n, kjer je n naravno Stevilo, s éleni v {0,1}.
Velja torej
F; = {(a1,a2,as,...,a,): a € {0,1}, n € N}.

Za mnozico dovoljenih simbolov (t.i. abecedo) bi si namesto {0,1} lahko izbrali poljubno mnozico, na primer
slovensko abecedo {4, B,...,Z, Z} Dva razloga, zakaj si izberemo mnozico z dvema elementoma, sta, da je to
najmanjse stevilo simbolov, ki naredi zanimivo mnozico zaporedij dolzine n. Drugi razlog je, da sta 0 in 1 osnovna
simbola v rac¢unalnistvu, od koder izvirajo prakti¢ni problemi, ki so motivirali razvoj teorije kodiranja.

Na mnozici bitov {0, 1} definiramo operacijo sestevanja s predpisi

14+1=0,
140=1,
0+1=1,
0+0=0.

Ta operacija je enaka operaciji sestevanja ostankov po modulu 2, ali pa logi¢nim vratom XOR. Lahko preverimo,
da je zgornje seStevanje asociativno in komutativno.
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SeStevanje na mnozici {0,1} lahko prenesemo na mmnozico F3 tako, da seStevamo komponente. Za poljubna
elementa
z=(a1,a2,...,an), y = (b1,ba,...,bs) € Fy

definiramo njuno vsoto kot
x4y = (a1 +bi,a2 +ba,...,an + bn).

Definicija 2.2. Kod C je podmnoZica mnozice F5.

Namen definicije ,koda“ je, da predstavlja mnozico vseh dovoljenih zaporedij bitov. Zato, da lahko prejemnik
sporocila zazna ali popravi potencialne napake, ki so nastale pri prenosu sporocila skozi kanal, je bistveno, da dovoljena
zaporedja niso vsi elementi F3. Ce bi vsa sporoéila dolzine n bila dovoljena, bi prejemnik sporoéila mislil, da so bila
dejansko poslana sporocila z napakami.

Namesto (a1, az,...,a,) bomo elemente mnozice F5 pisali kot aiasz...an; na primer (1,0,1) = 101. Zaporedje
00...00 bomo pogosto oznacili kar s simbolom 0 in bo razvidno iz konteksta, ali mislimo na zaporedje z niclami ali
bit 0.

V naslednjem primeru bomo vzeli n = 3 in si ogledali kod C' C F3, kjer je

F3 = {000, 001,010,011, 100,101,110, 111},

C = {000,011, 101, 110}.

Opazimo lahko, da je v zgornjemu kodu C' zadnji bit v zaporedju enak vsoti prvih dveh bitov po prej definiranem
seStevanju na mnozici {0,1}. Zaradi tega pravila je Stevilo vseh elementov v kodu enako 2 -2 = 4, saj imamo dve
moznosti za vsakega od prvih bitov, tretji pa je z njima Ze dolocen.

2.2 Hammingova razdalja

Poskusimo definirati razdaljo med dvema poljubnima zaporedjema v mnozici F3. Zelimo, da sta si dve zaporedji
blizu, ¢e imata vec¢ enakih bitov na enakih mestih v zaporedju. To lahko storimo s pomoc¢jo Hammingove razdalje,
ki primerja dve zaporedji in zazna vsa mesta v zaporedjih, v katerih se razlikujeta. Razdalja je potem enaka stevilu
vseh mest, v katerih se razlikujeta.

Definicija 2.3. Za poljubna elementa x = aiaz...an in y = biba...b, € Fy definiramo Hammingovo razdaljo d(z,y)
kot
d(x,y) = [{i: a; #bi, 1 <i<n}

Za Hammingovo razdaljo velja trikotniska neenakost.
Izrek 2.1 (Trikotniska neenakost). Naj bodo x,y,z € F5. Potem velja
d(z,y) < d(z, z) + d(z,y)-
Dokaz. Naj bodo x = aiaz...an, y =b1ba...b, in 2 =rcic2...cn. Trdimo, da velja
{i: ai#b}C{j: aj #c;}U{k: br #cr}.

Denimo, da imata z in y razlicna bita na mestu [, torej | € {i; a; # b;}. Potem velja, da ima zaporedje z na
mestu [ razlicen bit ali od x ali od y. V nasprotnem primeru bi imeli vsi trije elementi enak bit na mestu [, kar vemo,
da ne drzi. Zato velja naslednja veriga neenakosti

d(z,y) = {i: ai # b}
<Hi:a; #c}U{k: be # e}l
SHi:a; # e}l + [k be # e}l
=d(z,z) +d(z,y),

kar smo zeleli dokazati. O
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Na primer, zaporedji 10000,10011 € F5 se razlikujeta v dveh bitih, in sicer na Getrtem in petem mestu, zato je
njuna Hammingova razdalja enaka
d(10000, 10011) = 2.

Na poseben nac¢in bomo poimenovali razdaljo do zaporedja 00...00.

Definicija 2.4. Tezo zaporedja w € Fy, ki jo oznacimo z |w|, definiramo kot Hammingovo razdaljo med zaporedjem, ki

ima vse clene 0, in zaporedjem w, torej
|lw| = d(0, w).

2.3 Minimalna razdalja

Minimalna razdalja koda je najmanjSa mozna razdalja med dvema razlicnima elementoma koda. Koncept minimalne
razdalje je pomemben, ker bo igral vlogo pri stevilu napak, ki jih lahko kod zazna ali popravi. Vecja kot je minimalna
razdalja, vec jih lahko popravi.

Definicija 2.5. Naj bo C C Fy kod. Minimalna razdalja koda C je najmanjsa mozna razdalja d med poljubnima
razlicnima elementoma x,y € C, torej

d=min{d(z,y): z#vy, z,y € C}.

Recemo, da lahko kod C' C F3 popravi m napak, ¢e lahko prejemnik sporocila ob predpostavki, da se je zgodilo
najve¢ m napak, tocno doloci, katero sporoéilo je bilo poslano. Podobno pravimo, da lahko kod C C Fy zazna I
napak, ¢e lahko prejemnik sporocila ob predpostavki, da se je zgodilo najve¢ I napak, doloci, da se je pri prenosu
sporocila zgodila napaka.

Izrek 2.2. Naj bo C' C Fy kod z minimalno razdaljo d. Najvecje stevilo napak, ki jih kod C lahko zazna, je d — 1.

Najvecje stevilo napak, ki pa jih lahko popravi, je L%J

Dokaz. Najprej dokazimo, da lahko kod popravi L%J napak. Predpostavimo, da je napak najvec L%J Radi bi
pokazali, da lahko vsakemu zaporedju z, ki ima najve¢ toliko napak, priredimo enolicen element koda, ki je temu
sporocilu najblizji. To sporocilo je tisto, ki ga je posiljatelj poslal, preden je prislo v kanal.

Enolicnost takega elementa iz koda lahko dokazemo s protislovijem. Recimo da za dva razlicna elementa x,y v

kodu velja
dw) < [95F] moawa < |45

Po definiciji minimalne razdalje velja d < d(z,y). Dobimo naslednjo verigo neenakosti

d < d(z,y)
< d(

z,2) +d(z,y)

d—1 d—1
< |- - -
<[5+ |5
_d—1 d-1
=" 2

=d—-1.

Sledi, da velja d < d — 1, kar je protislovje, zato obstaja najvec¢ en element koda C, ki je zaporedju z najblizji.
Naslednje, kar bomo pokazali, je, da lahko ob predpostavki najve¢ d — 1 napak, zaznamo, ali se je zgodila napaka.
Recimo, da prejemnik prejme sporoéilo z € F% in ve, da se je zgodilo najveé d — 1 napak. Ce zaporedje z ni v
kodu, prejemnik ve, da se je zgodila napaka. Ce pa element z je v kodu, pa je nemogoée, da je bilo dejansko poslano
neko drugo sporocilo iz koda, saj bi potem razdalja med poslanim in prejetim sporocilom bila manjsa ali enako d — 1,
kar je manj od minimalne razdalje. Idejno to preprosto pomeni, da ne moremo ,;skociti“ od enega kodnega sporocila
do drugega.
d
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2.4 Linearni kodi

Sedaj bomo definirali posebne vrste kodov, ki jih bomo obravnavali do konca ¢lanka.
Definicija 2.6. Linearen kod C C F% je kod z lastnostjo, da za poljubna z,y € C velja x +y € C.

Definicija pravi, da ce dva elementa iz koda C' sestejemo, potem bo tudi njun sestevek element kode. Njihova
prednost je, da lahko iz majhnega stevila baznih elementov sestavimo poljubni element koda z uporabo sestevanja.
Primer linearnega koda je C' C F3 z elementi C' = {0000, 0011,1100,1111}. Ce seStejemo elementa {0011} in {1100},
dobimo {1111}, ki je v kodu.

Primer koda, ki ni linearen, je C' = {10,01}, saj elementa 10 + 01 = 11 ni v tem kodu.

Izkaze se, da pri linearnem kodu za dolocitev minimalne razdalje ni potrebno primerjati vsakega elementa z vsakim,

temvec je dovolj primerjati en element z vsemi.

Izrek 2.3. Naj bo C C Fy linearen kod. Potem je minimalna razdalja koda C enaka
d=min{|z|: z € C, z # 0}.

Dokaz. Po definiciji obstajata razliéna elementa u = uiug -+ - un in v = vViva -+ - vy, € C, za katera velja d(u,v) = d.
Pristejemo elementoma u in v poljuben element w = wiws ... w, € Fy in izra¢unajmo d(u + w,v + w).

Opazimo, da za poljubno koordinato i velja u; = v;, ¢e in samo &e je u; +w; = v; +w;, zato sta mnozici {i : a; # b; }
in {j: a; +wj; # b; +w;} enaki in po definiciji velja d(u,v) = d(u + w,v + w).

Ce izberemo w = v, vemo, da je u + v element C, saj je kod C linearen. Vemo torej naslednje

d=d(u,v) =du+v,v+v) =d(u+wv,0).
Sklepamo, da je minimalna razdalja enaka tezi elementa u 4+ v iz C, kar smo zZeleli dokazati. d
Za primer vzamimo naslednji linearen kod C' C F3
C = {000000,111111,111000,000111}; |111000| = 3.

Minimalna razdalja je po izreku 2.3 enaka najmanjsi tezi elementa koda C. Hitro preverimo, da je najmanjsa teza
elementa koda C' enaka 3, zato je minimalna razdalja koda C enaka 3.

2.5 Dimenzija

Izkaze se, da linearni kodi ne morejo imeti poljubne velikosti, ampak da je njihova velikost vedno potenca stevila 2.
Tzrek 2.4. Naj bo C' C Fy linearni kod. Potem velja |C| = 2* za neko naravno stevilo 0 < k < n.

Dokaz. Definirajmo kod C’ C F;_l kot kod, ki ga sestavljajo zaporedja iz prvih n — 1 bitov koda C. Kod C’ je
linearen, saj ima enake lastnosti kot kod C, samo da pozabimo na zadnji bit. Na C’ lahko gledamo kot sliko preslikave
m: Fy — ngl, ki slika element (a1, az,...,an—1,an,) v element (a1,az,...,an—1). Obravnavamo lahko dve moznosti.

1. Ce je zozitev preslikave 7 na C injektivna, potem velja |C’| = |C|.

2. Zozitev preslikave m na C' ni injektivna. V kodu C' sta potem po definiciji razliéna elementa u in v, za katera
velja u = tite...t,—10 in v = t1t2...t,—11. Ker je C linearen kod je njuna vsota u +v = 00---001 v C. Po
definiciji C’ za vsak w € C’ obstaja vsaj en element iz C, ki ga 7 slika v w. Velja tudi, da za vsak w € C’
obstajata najve¢ dva elementa iz C, ki se slikata v w, saj je prvih n — 1 bitov Ze dolocenih, zadnji pa je lahko
ali 0 ali 1.

Trdimo, da za vsak w € C’ obstajata natanko dva elementa zi, 22 € C, ki ju 7 slika v w. V kodu C je element
00---001 in kod C je linearen. Ce torej za z € C velja 7(z) = w, potem je drugi element iz C, ki se slika v w,
enak z+00---001.

Zato je v kodu C natanko dvakrat toliko elementov kot v kodu C”.
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Vemo torej, da je mo¢ mnozice C’ enaka

| /| _ {|C§ wlc je injektivna,

1|C|; w|c ni injektivna.

Postopek lahko ponovimo na kodu C’, saj je kod C’ linearen in ima dolZzino n — 1. Nato postopek ponovimo Se
(n—1)-krat. V zadnjem koraku dobimo kod, ki je enak {0} ali {0,1}. Mo¢ teh mnozic je enaka 1 ali 2, obe sta potenci
2, v vsakem koraku pa smo ali obdrzali mo¢ prejsnje mnozice ali pa jo razpolovili. Zato je mo¢ prvotnega koda C'
enaka potenci Stevila 2.

d

Definicija 2.7. Naj bo C C Fy linearen kod. Vemo, da je Stevilo elementov v kodu C = 2% za nek k € No. Eksponentu
k pravimo dimenzija koda C.

Za poljuben linearen kod definirajmo dimenzijo, ki je enaka eksponentu v potenci stevila 2, ki nastopa v njeni
moci. Lahko jo interpretiramo tudi kot stevilo mest, ki jih zavzame sporocilo pri prenosu. Za primer lahko vzamemo
naslednji linearen kod

C cF;, C ={0000,0011,1100,1111}.

Stevilo elementov v C' je 4, torej je dimenzija enaka 2.

Definicija 2.8. Linearnemu kodu C C Fy z minimalno razdaljo d in dimenzijo k pravimo [n, k, d]-kod.

3 Primeri kodov

3.1 Sodi kod

Definicija 3.1. Sodi kod E C F3 je kod, ki vsebuje vsa zaporedja iz Fy s sodo tezo, torej
E ={u€eF;3: |u je sodo stevilo}.

Izrek 3.1. Za vsak n € N je sodi E kod linearen kod.

Dokaz. Naj bosta x,y € E poljubna elementa. Zelimo, dokazati, da je © +y v E, kar po definiciji pomeni, da je
|z 4+ y| sodo stevilo.

Oznacimo Stevilo vseh mest v zaporedju, kjer ima zaporedje x bit 1 in zaporedje y bit 0, z a ter oznac¢imo Stevilo
mest, kjer ima x bit 0 in y bit 1, z b. Nato dobimo

|z =a+ec,

lyl=b+c,
kjer ¢ oznacuje $tevilo mest, na katerih imata x in y hkrati bit 1. Obe Stevili |z| in |y| sta sodi. Prestejemo Stevilo
enic v z + y. Ugotovimo, da je to natanko |z + y| = a + b. To velja, ker se na vseh ¢ mestih, kjer imata oba z in y
bit 1, tisto mesto sesteje v 0.
Parnost Stevila a + b je enaka parnosti a + b+ 2c = (a + ¢) + (b + ¢) = |z| + |y|, ki pa je vsota dveh sodih Stevil
po predpostavki in zato sodo Stevilo. Zato velja, da je |x + y| sodo Stevilo s ¢imer smo pokazali, da je sodi kod F
linearen kod. g

Primer sodega koda je C' C F3,
C = {000,011,101, 110}.

Za n > 2 velja, da je minimalna razdalja sodega koda enaka d = 2, ker vedno obstaja element teze 2. Dimenzija k pa
je zan > 1 enaka n — 1. To lahko vidimo, tako da pogledamo preslikavo

f:Fy = Fy, w—u+100...00.

Opazimo, da je preslikava f bijektivna in da slika elemente s sodo Hammingovo tezo v elemente z liho Hammingovo
tezo, in obratno.

Vemo torej, da je za n > 2 sodi kod vedno [n,n— 1, 2]-kod, kar z uporabo izreka 2.2 pravi, da lahko vedno zaznamo
najve¢ eno napako, popraviti pa jih ne moremo.
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3.2 Hammingov kod

Hammingov kod ima sedem bitov. Prvi Stirje biti v njegovih zaporedjih so poljubni, naslednji trije pa so biti za
dolocitev parnosti. Poljuben element H je oblike didadsdapip2ps, kjer so zadnji trije biti podani z naslednjimi
enacbami

p1 =di +d2 +dy,
p2 = di +ds +dy,
p3 = do + dz + d4.
Pokazali bomo, da je Hammingov kod linearen kod, in dolo¢ili njegovo minimalno razdaljo in dimenzijo.

Izrek 3.2. Hammingov kod je linearen kod.

Dokaz. Naj bosta x = a1a2a3a4p1p2p3 € H in y = bi1babsbaqig2qg3 € H poljubna elementa. Zelimo pokazati, da je
x + y element H. Prvi stirje biti vsote = + y so enaki a1 + b1,...,a4 + bs in so lahko poljubni. Dejstvo, da so zadnji
trije primerne oblike, pa je posledica komutativnosti in asociativnosti sestevanja na {0,1}. Na primer, bit na petem
mestu vsote x + y je enak

p1+q1 = (a1 + a2 + as) + (b1 + ba + bs)
= (a1 +b1) + (a2 + b2) + (a4 + ba),

kar je natanko enako vsoti prvega, drugega in Cetrtega mesta vsote zaporedji « + y. Sklepanje ponovimo Se za Sesti
in sedmi bit in ugotovimo, da je x + y po definiciji element H. (]

Izrek 3.3. Hammingov kod H je [7,4,3]-kod.

Dokaz. Po definiciji je n = 7. Dimenzija k je enaka 4, ker so prvi stirje biti poljubni, zadnji trije pa so tocno doloceni
glede na prve §tiri, torej je vseh elementov koda natanko 2-2-2-2 = 16 = 2%.

Vemo, da je H linearen kod, zato lahko minimalno razdaljo d dolo¢imo z najmanjso tezo vseh 16 elementov koda.
Vemo da je d najvec 3, ker imamo v H element 1000110. Preveriti moramo vse elemente v kodu, ki imajo na prvih
Stirih mestih najve¢ dva bita enaka 1. Ugotovimo, da je teza vseh taksnih elementov 3 ali 4. Zato je minimalna
razdalja d natanko 3. d

Zadnji presenetljiv rezultat, ki nakazuje na uporabnost Hammingovega koda, je, da lahko H vedno popravi najvec
eno napako. To se na prvi pogled zdi presentetljivo, ker nismo niti podvojili stevila vseh bitov prvotnega sporocila,
ki je dolgo stiri bite. Velja namrec¢, da prvi stirje biti predstavljajo sporocilo, zadnji trije pa so dodatek.

Izrek 3.4. Hammingov kod H lahko zazna 2 napaki in popravi 1.

Dokaz. Uporabimo izrek 2.2 in dejstvo, da je minimalna razdalja d = 3, zato je d—1 =2 in L%J =1. g

Sedaj lahko poskusimo resiti problem iz uvoda. Zelimo torej poslati sporoéilo stirih bitov. Naj bo verjetnost, da
se pri prenasanju sporocila en bit pokvari, enaka p in predpostavimo, da je verjetnost neodvisna od drugih bitov.
Izracunajmo, koliksna je verjetnost, da pravilno prenesemo sporocilo, ¢e sporocilo prenesemo v Hammingovem kodu.

Verjetnost, da je celotno sporoéilo brez napak, je (1 — p)7, kar je manj kot (1 — p)* za sporoéilo brez dodatka.
Vendar so zdaj sprejemljiva tudi vsa sporocila, ki imajo natanko eno napako, ker jo lahko popravimo. Verjetnost da
se bit pokvari pri poljubnem mestu je p(1 — p)6, torej je skupna verjetnost pravilnega sporocila enaka

(1—p)" +7p(1 — p)°.

Ce vstavimo p = 4% kot v uvodu, sedaj verjetnost, da lahko prenesemo pravilno sporoéilo, naraste na kar 97%.
Torej nam je uspelo z uporabo Hammingovega koda povecati verjetnost pravilno poslanega sporodila iz 85% na 97%.
Verjetnost je Se veliko boljsa za manjse p.

4 Zakljucek

Predstavili smo problem napak pri prenasanju podatkov, sestavljenih iz zaporedij bitov. Definirali smo koncept koda
in linearnega koda. Nato smo definirali dimenzijo koda, ki meri velikost dejanskega sporocila in minimalne razdalje, od
katere je odvisno stevilo napak, ki jih lahko zaznamo ali popravimo. Na koncu smo predstavili sodi kod in Hammingov
kod. Slednji lahko zmeraj popravi eno napako, kljub temu, da niti ne podvojimo velikost sporocila.
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Vsote kvadratov

Lovro Kastelic, Marsela Supé Vide, Tija Vidmar
Mentor: Izak Jenko

Povzetek

V clanku smo raziskovali, katera naravna Stevila so predstavljiva — jih je mogoce zapisati kot vsoto dveh popolnih
kvadratov. Osredotocili smo se predvsem na prastevila. Definirali smo kongruentnost ter podrobno pojasnili in
dokazali mali Fermatov izrek. Predstavljivost prastevil smo predstavili geometrijsko s pomocjo krilatih kvadratov.
Dokazano smo nato uporabili za odgovor na vprasanje o predstavljivosti sestavljenih naravnih stevil.

1 Uvod

Za vse so krivi Francozi. Mogoce se sprasujete, kaj imajo Francozi skupnega z vsotami dveh kvadratov, vendar vam
zagotavljamo, da boste kmalu izvedeli, zakaj sta Fermat in Pascal pomembna.

Vsote dveh kvadratov predstavljajo zanimiv matematicni koncept, ki spada v matemati¢cno podrocje, imenovano
teorija Stevil. Ze anti¢ni matematiki so se ukvarjali s to temo, ki se je skozi zgodovino razvila v eno najbolj fascinantnih
podrocij matematike.

Definicija 1.1. Pravimo, da je Stevilo n € N predstavljivo, c¢e ga lahko zapisemo kot vsoto dveh popolnih kvadratov,
torej ce obstajata taki celi stevili x, y € Z, da je

n:x2+y2.

Opomba 1.1. Celo stevilo je popoln kvadrat, ce je oblike k? za neko celo Stevilo k € Z. V nadaljevanju bomo zavoljo
jedrnatosti pridevnik popoln pogosto izpuscali in popolne kvadrate imenovali samo kvadrati.

Poglejmo naravna Stevila do 20 in jih poskusimo zapisati kot vsoto dveh kvadratov. Ugotovimo, da tak zapis ni
mogoc za vsa Stevila, kot nas preprica tabela 1. Naiven nacin, kako za naravno Stevilo n preverimo, ali je predstavljivo
ali ne, je slede¢. Zapisemo si vse kvadrate pozitivnih celih Stevil, ki so manjsi ali enaki n, in si ogledamo njihove
razlike od n. Ce je kaksna od teh razlik popoln kvadrat, smo nali zapis Stevila n kot vsoto dveh kvadratov in je
torej predstavljivo, sicer pa ni predstavljivo. Na primer popolni kvadrati manjsi ali enaki stevilu 19 so 0, 1, 4, 9 in
16, njihove razlike do 19 pa so zaporedoma 19, 18, 15, 10 in 3. Ker nobeno od teh ni popoln kvadrat, stevilo 19 ni
predstavljivo.

Tabela 1: Stevila kot vsote dveh kvadratov.

1=1%+0? 6 # 11 # 16 = 4% 4+ 0?
2=1%+1° 74 12 # 17 =42 +12
3 # 8 = 2% 4 22 13 = 3% 4 22 18 = 3% 4 32
4=2240° 9=23%+0° 14 19 #

5=2%41% 10 = 32 + 12 15 # 20 = 4% 422

Tekom tega clanka bomo spoznali izrek, ki nam bo brez intenzivnega racunanja povedal, kdaj je naravno stevilo
n predstavljivo, ¢e le poznamo njegov prastevilski razcep.
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1.1 Produkt kot vsota dveh kvadratov

Prvo splosno opazko o predstavljivih stevilih povzame naslednja trditev, ki pove, da je produkt predstavljivih Stevil
spet predstavljivo stevilo.

Trditev 1.1. Ce lahko dve naravni stevili n = z2 4+ y? in m = 2° + w? napiemo kot vsoto dveh kvadratov, lahko tudi
njun produkt zapisemo kot vsoto dveh kvadratov.

Dokaz. Izracunamo
n-m= (2> +y°)(z* + w?)
= 222 + 22?4?22 + yPud
= 2222 + 2%w® + y222 + y2w2 + 2zyzw — 2zyzw
= (z2 +yw)® + (zw — y2)*.

V tretji vrstici smo pristeli in odsteli 2zyzw in s tem dopolnili po dva ¢lena iz druge vrstice do dveh popolnih
kvadratov. g

2 Osnove teorije stevil

2.1 Prastevila

Eden izmed najbolj osnovnih objektov v teoriji stevil so prastevila. Prastevilo je naravno stevilo vecje od 1, katerega
edina delitelja sta 1 in stevilo samo. Njihovo pomembnost poudarja znameniti osnovni izrek aritmetike.

Izrek 2.1 (Osnovni izrek aritmetike). Vsako naravno stevilo vecje od 1 je produkt prastevil, ki je enolicen do vrstnega
reda faktorjev natancéno.

V luéi nasega osnovnega problema, bomo znali s pomocjo faktorizacije odlociti o predstavljivosti sestavljenih Stevil,
ko ugotovimo, katera prastevila so predstavljiva.

2.2 Osnovni izrek o deljenju

Spomnimo se osnovnega izreka o deljenju.

Izrek 2.2 (Osnovi izrek o deljenju). Naj bosta a in b poljubni celi stevili, pri cemer b # 0. Ce delimo a z b, potem
obstajata celi stevili q in ostanek r, da velja
a=q-b+r.

Ostanek je vedno vecji ali enak 0 in manjsi od delitelja (0 < r < b).

Steviloma ¢ in 7 iz zgornjega izreka pravimo kolicnik in ostanek. Naslednja trditev nam pove, da sta ti dve koli¢ini
enoli¢no doloceni s Steviloma a in b, zato je na primer smiselno govoriti o ostanku stevila a pri deljenju z b.

Trditev 2.1. Za vsak par a, b € Z sta stevili q in r iz zgornjega izreka o deljenju enolicna.
Dokaz. Ce bi za par a, b € Z obstajal Se en par ¢/, ' € Z, za katerega je
a=q¢b+7 in 0<7 <b,

bi lahko stevilo a zapisali na dva nacina
g-b+r=a=q b+
S preurejanjem enacbe dosezemo
(g—g)b=r"—r
Ker je |[r' —r| < b, sledi
la—d'| <1

Stevili ¢ in ¢’ sta celi, zato se slednje lahko to zgodi le, &e sta enaki. Od tod sklepamo tudi r = 7. (]
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Definicija 2.1. Ce vzamemo $tevili a, b € Z, potem Stevilo b deli stevilo a, ko obstaja $tevilo k € Z, da je
a=k-b.
Pravimo tudi, da je $tevilo a veékratnik Stevila b. To oznacimo z b | a. Kadar stevilo b ne deli a, piSemo tudi b1t a.
Opazimo, da stevilo b deli stevilo a natanko tedaj, ko je ostanek a pri deljenju z b enak 0.
Trditev 2.2. Denimo, da zan € N in a, b € Z velja n | a in n | b, potem velja
nlab in nl|a-+b.
Dokaz. Zapisimo a = apn in b = bon, kjer sta aop, bo € Z. Potem lahko produkt teh stevil zapisemo kot

2
ab = agbon

= (aobon)ny
iz Cesar je razvidno, da n | ab. Podobno velja tudi za vsoto dveh $tevil

a+b=apn+ bon
= (aO + bo)n,

kar potrdi, da n | a + b. |

2.3 Kongruence

V nadaljevanju zelimo racunati z ostanki, kar formaliziramo z vpeljavo pojma kongruentnosti stevil.
Definicija 2.2. Dwve stevili a, b € 7Z sta kongruentni po modulu n, kadar velja
n|a—ob.

To oznacimo z
a = bmodn.

Trditev 2.3. Kongruentni stevili imata pri deljenju z n isti ostanek.
Dokaz. Ce imamo dve &tevili a = ¢in + 71 in b = gan + 72, kjer je n € N, potem lahko njuno razliko zapisemo kot

a—b=qn+r —qgn—re

= (@ —q@2)n+ (11 —72).
Ce iz te enacbe izoliramo razliko ostankov, ugotovimo, da je sestavljena iz razlike dveh celih stevil, ki sta deljivi z n.

ri—rz2=(a—0)— (q1 —q2)n
=k-n— (g1 —q)n
Stevilo a — b namre¢ lahko zapiSemo kot veckratnik $tevila n, kar pomeni, da obstaja k € Z, da je a — b = k - n. Tako

ugotovimo, da n | 71 — r2. Ker pa sta oba ostanka manjsa od n in brez Skode za splos$nost predpostavimo Se r2 < rq,
je mozno le, da sta ostanka enaka, torej r1 = ra. O

Naslednja trditev je zelo pomembna, saj nam bo v nadaljevanju bistveno poenostavila racunanje s kongruencami.
Trditev 2.4. Imejmo po dva para kongruentnih celih stevil a = ' modn in b = b modn, pri cemer je n € N. Potem

velja
a+b=d +bmodn in ab=a't' modn.
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Dokaz. Kadar sta stevili kongruentni po modulu n, stevilo n deli njuno razliko. Torej lahko v nasem primeru zapisemo
a—d =n-v in b—b=n-u,
za neka u, v € Z. Trdimo, da je a + b = a’ + b’ mod n. Poglejmo njuno razliko

atb—(d+b)=a—a +b-V
=nv+nu
=n-(v+u).
Torej n | a+ b — (a’ + '), kar dokazZe Zeleno.
Dokazimo $e drugi del trditve, ki pravi, da je ab = a’b' mod n. Poglejmo razliko zmnozkov
ab—a't =ab—d'b' —d'b+d'b
=bla—da)+d(b-b)
=b-nv+d - nu
=n-(bv+a'u).

V prvi vrstici smo odsteli in priteli isto koli¢ino a’b in po izpostavljanju ustreznih ¢lenov dobili, da n | ab — a'b’, kar
pokaze zatrjeno. d

3 Krilati kvadrati

Sedaj smo pripravljeni za izrek, ki pove, katera prastevila so predstavljiva. Presenetljivo in precej zvito bomo izrek
dokazali z uporabo geometrije. Vpeljali bomo t. i. krilate kvadrate in preucili njihovo obnasanje in povezavo s pred-
stavljivostjo prastevil. Sledili bomo dokazu iz knjige [1, Chapter 4], ki ga je nasel moskovski matematik Alexander
Spivak.

Izrek 3.1. Naj bo p € N prastevilo.

1. Ce velja p =2 ali p = 1 mod 4, potem je p mogoce zapisati kot vsoto dveh kvadratov.

2. Ce je p = 3mod4, prastevila p ni mogoce zapisati kot vsoto dveh kvadratov.
Dokaz. Drugi del izreka je mnogo lazje dokazati kot prvega, zato zacnimo z njim. Potrebujemo le lastnosti racunanja
s kongruencami iz trditve 2.4.

Trditev pokazimo s protislovjem. Recimo, da je prestevilo p predstavljivo, torej je p = 2% + y* za neka z, y € Z.
Ce na to enakost pogledamo po modulu 4, dobimo

3=+ 3y’ mod4. (1)

Z izracunom kvadratov $tevil 0, 1, 2 in 3 (to so vsi mozni ostanki celega Stevila pri deljenju s 4) vidimo, da je
ostanek kvadrata pri deljenju s 4 lahko le 0 ali 1. Desna stran enacbe (1) torej zavzame le vrednosti 0, 1 ali 2 in ne
3. Predpostavka o predstavljivosti prastevila p je torej neresni¢na, zato p ni mogoce zapisati kot vsoto dveh kvadratov.

Lotimo se Se prvega dela. Definirajmo mnozico
S={(z,y,2) €N’ | day + 2* = p}.

Najprej opazimo, da je mnozica S neprazna. Po predpostavki je namre¢ p = 1mod4, zato obstaja k£ € N, da je
p =4k + 1, torej je (k,1,1) € S.

Po opazovanju enacbe

dry+ 22 =p (2)

ugotovimo, da lahko vsako od treh spremenljivk (zelo grobo) navzgor omejimo s p. Ker vse spremenljivke zavzamejo
vrednosti med naravnimi Stevili, je tako resitev enacbe (2) le konéno mnogo. Mnozica S je torej konéna.

Sedaj pokazimo, da je mo¢ mnozice S liha. Naj bo (z,y,2) € S poljubna resitev. Tej resitvi lahko priredimo
krilati kvadrat, ki je sestavljen iz osrednjega kvadrata, ki ima stranico dolzine z in Stirih pravokotnikov z dolzinama
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Slika 1: Krilati kvadrat. Slika 2: Oblika krilatega kvadrata.

stranic x in y, pri Cemer se vsi Stirje pravokotniki stikajo s sredinskim kvadratom v stranici dolzine x, kot je prikazano
na sliki 3.

Vsaka od resitev (z,y, z) € S tako dolo¢a en podobnostni razred krilatih kvadratov (zrcalna slika krilatega kvadrata
namre¢ podaja isto resitev). Iz vsakega od razredov izberemo tistega, ki ima kotni L v desnem nekonveksnem oglis¢u
vsaj tako visok kot $irok (ta je oznac¢en na sliki 3). Velja pa tudi obratno, iz vsakega krilatega kvadrat lahko razberemo
trojico (z,y,z) € N2, tako da preberemo dolZine stranic kvadrata in pravokotnikov, ki ga sestavljajo. Trojica potem
zadoS¢a enacbi 4dzy + 22 = p, saj je to natanko plos¢ina krilatega kvadrata, zato pripada S. Mnozico S lahko tako
identificiramo z mnozico vseh krilatih kvadratov, ki imajo kotni L. v desnem nekonveksnem oglis¢u vsaj tako visok kot
Sirok.

(2,3,7) (8,2, 3)
Slika 3: Dva razli¢na krilata kvadrata za prastevilo p = 73 z enako obliko.

Oblika krilatega kvadrata je lik v ravnini, ki ga definira krilati kvadrat, odvisen pa je le od robne krivulje, ki ga
obdaja. Oblika krilatega kvadrata s slike 3 je prikazana na sliki 3. Za vsako obliko krilatega kvadrata dobimo bodisi
en bodisi dva krilata kvadrata. Na sliki 3 imamo dva razli¢na krilata kvadrata z enako obliko.

Po dva krilata kvadrata oz. trojici iz mnozice S dobimo iz vsake oblike krilatih kvadratov, razen pri eni in sicer
tisti, ki ima kotni L enako visok kot Sirok (ta je prikazana na sliki 3).
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Slika 4: Oblika krilatega kvadrata, ki ima kotni L enako Sirok kot visok.

Ce (z,y, z) € S pripada krilatemu kvadratu, katerega oblika ima to lastnost, velja = z. Od tod lahko faktoriziramo
p = 4ay + 2° = 2(4y + ). Toda p je prastevilo, zato je x = 1, kajti za naravni stevili z in y je 4y + « > 0. Opazimo,
da ta krilati kvadrat pripada natanko trojici (1,k,1), ki izhaja iz dejstva, da lahko zapiSemo p = 4k + 1. Vsaki od
oblik krilatih kvadratov lahko torej priredimo dva krilata kvadrata, le eni pa samo enega. To pomeni, da je S mnozica
z liho mocjo.

Dokaz izreka zaklju¢imo z definicijo Se enega parjenja krilatih kvadratov. To dosezemo s funkcijo f: S — §
definirano s predpisom

f(mv Y, Z) = (yv Z, Z)

Ocitno f slika v mnozico S, saj je (z,y, z) resitev enacbe 4xy + 22 = p natanko tedaj, ko je (y, z, z) resitev. Funkcija
f tako popari trojico (z,y,z) s trojico (y,z,z). Ker pa je mo¢ mnozice S liha, mora f vsaj eno od reSitev popariti
samo s seboj, kar pomeni, da je ta oblike (z,x,z). Ta trojica nazadnje pokaze, da je prastevilo p predstavljivo kot
vsota dveh kvadratov, saj dobimo zapis

p=(2z)® + 2°.

4 Stevila, ki so vsota dveh kvadratov

Sedaj razis¢imo Se, kako se predstavljivost prastevil posplosi na predstavljivost ostalih sestavljenih Stevil.

4.1 Mali Fermatov izrek

V nadaljevanju bo koristno poznati mali Fermatov izrek. Za dokaz bomo potrebovali binomski izrek in eno lastnost
binomskega simbola, zato najprej razis¢imo ta dva koncepta.

Definicija 4.1. Za naravni stevili n € N in 0 < k < n je binomski simbol definiran kot

n n!
<k> T kl(n— k)

Opomba 4.1. Kombinatoricno binomski simbol (Z) steje, na koliko nacinov lahko iz mnozice z n elementi izberemo
podmnoZzico s k elementi.

Ce pogledamo Pascalov trikotnik, lahko binomski simbol (:) najdemo v n-ti vrstici kot k-ti element te vrstice, pri
tem pa pazimo, da prvo stevilo v vrstici Stejemo kot 0-ti element.

Primer 4.1. Recimo, da nas zanima, na koliko nacinov lahko iz mmnozice z mocjo 5 izberemo podmmnozico moci 3.
Pogledamo cetrto stevilo v peti vrstici Pascalovega trikotnika, ter vidimo, da je rezultat 10. Pravilnost lahko preverimo

tudi z racunom
5 5! 20
=2 = _1.
<3> 31(5 —3)! 2 0
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n=20 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n= 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==06 1 6 15 20 15 6 1

n=17 1 7 21 3 3 21 7 1

Slika 5: Pascalov trikotnik.

Izrek 4.1 (Binomski izrek). Za polinoma v spremenljivkah x in y velja enakost
n o__ n k n—k
(x+y) —kZ(k>xy .
=0

Binomski izrek, nam pomaga pri razélenitvi dvoclenika na poljubno stopnjo. Ugotovimo, da koeficiente v razvoju
najdemo v n-ti vrstici Pascalovega trikotnika.

Lema 4.1. Naj bo p € N prastevilo in 0 < k < p. Potem p | (Z)

Dokaz. Binomski simbol (’;) je vedno celo Stevilo in ga lahko zapisemo tudi kot

<p> _p -1 (p-k+1)
k K h—1)-2.1

V imenovalcu so vsi faktorji manjsi od p, ki je prastevilo, zato k! deli produkt (p —1)---(p — k + 1), kar pomeni, da
je W celo stevilo. Od tod sledi, da p | (Z) a
Pravkar dokazano je seveda razvidno tudi v Pascalovem trikotniku 5, ¢e pogledamo vrstice prin =2, 3, 5, 7.
Lema 4.2 (Brucove sanje). Naj bosta a, b € Z in p € N prastevilo. Tedaj velja

(a+b)? = d” + b’ mod p.
Dokaz. Po binomskem izreku vemo, da je

(a+b)P = i (g) ak bk,

k=0
Lema 4.1 nam pove, da je (Z) = 0modp za vse 0 < k < p, zato po modulu p v zgornji vsoti ostaneta le prvi in zadnji
¢len, pri indeksih k = 0 in £ = p. Sledi
(a+b)? = d®? + b* mod p.

Izrek 4.2 (Mali Farmatov izrek). Naj bo p € N prastevilo in a € Z, potem velja
a’ = amodp.

Dokaz. Najprej omenimo, da se je dovolj omejiti na 0 < a < p, saj ima vsako celo stevilo ostanek pri deljenju s p
vsebovan v mnozici {0,...,p — 1}. Izrek dokazimo z matemati¢no indukcijo.
Za a =0 in a = 1, je trditev o¢itna. Denimo torej, da je (a—1)” = a—1mod p in pokazimo, da velja a” = a mod p.
Zapisemo lahko
a?={(a—1)+1)?=(a—-1)"+ 1P modp,
kjer drugo kongruenco zagotavlja lema 4.2. Po indukcijski predpostavki tedaj sledi
(a—1)P+1P=a—-1+1=amodp,

kar dokaze zeleno. O
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Izrek bomo se malenkost izboljsali, v ta namen se spomnimo, kdaj je funkcija injektivna in surjektivna. Funkcija
g: S — S je injektivna, kadar za vsaka z, y € S iz g(x) = g(y), sledi x = y. Z drugimi besedami je funkcija g
injektivna, kadar za neki y € S obstaja najve¢ en = € S, ki se z g slika v y. Funkcija g: S — S je surjektivna, kadar
za vsak y € S obstaja neki x € S, ki se z g slika vanj. Funkcija g je torej surjektivna natanko takrat, ko je za vsak
y € S resljiva enacba g(z) = y.

Lema 4.3. Naj bo S koncéna mnoZica in g: S — S injektivna preslikava, potem je g surjektivna.
Dokaz te leme ni zahteven, a ga bomo kljub temu izpustili.
Trditev 4.1. Naj bo p € N prastevilo. Za vsak a € Z, kjer pt a, obstaja neki b € Z, za katerega velja
ab = 1modp.

Dokaz. Naj bo Z, ={0,1,...,p— 1}, ki predstavlja ostanke po modulu p. Potem naj bo funkcija f: Z, — Z, podana
s predpisom f(z) = ax mod p. PokaZzimo, da je f injektivna.
Naj bosta z, y € Z, poljubna in denimo, da velja f(z) = f(y). Potem drzi
ar = ay mod p.
Od tod sledi, da p | a(z — y). Ker vemo, da p ne deli a, sklepamo, da p | z — y. Slednje pomeni 2z = ymod p, ker pa x
in y lezita v Z,, torej sta ze ostanka, imamo tudi enakost z = y.

Mnozica Z, je koncna, zato lahko uporabimo lemo 4.3. Po pravkar dokazanem je f injektivna, zato je tudi
surjektivna. Obstaja torej b € Zp, da je f(b) = 1 mod p, kar pomeni, da b zados¢a kongruenci

ab = 1mod p.

Sledi manjsa izboljSava malega Fermatovega izreka, dokaz katere je uporaba izreka 4.2 in trditve 4.1.
Izrek 4.3. Naj bo p € N prastevilo in a € Z, tako da p1a. Tedaj velja
a’~t = 1mod p.

Dokaz Ker p ne deli a, obstaja b € Z, da velja ab = 1 mod p. Ce kongruenco a? = amod p z obeh strani pomnozimo
z b, dobimo
a’b = abmod p.
Torej imamo a?~! = a?~'ab = aPb = ab = 1 mod p, kar dokaze Zeleno. a
Zgled 4.1. Kaksen je ostanek Stevila 173* pri deljenju s 52 Vemo, da lahko 17 zapisemo kot 17 = 3 - 5 + 2, kar poment,
da ima 17 pri deljenju s 5 ostanek 2, torej je 17 = 2mod 5. To pomeni, da velja 173*! = 23" mod 5. Ker 5 ne deli 2,
po izboljsavi malega Fermatovega izreka velja
4 _
2" = 1mod5b.
Slednje je preprosto opaziti tudi s kratkim racunom. Dalje sklepamo, da velja
9341 = 985 4Fl — (985 L9 = 9mod 5.

To pomeni, da je 17°*' = 2mod 5.

Preden lahko odgovorimo na prvotno vprasanje, vpeljimo Se pojem reda nekega elementa po modulu prestevila p.

Definicija 4.2. Naj bo prastevilo p € N in a € Z. Poleg tega naj velja p 1 a. Definirajmo red elementa a po modulu p
kot najmanjse naravno stevilo r € N, za katerega velja

a” = 1mod p.

Trditev 4.2. Imejmo prastevilo p € N, stevilo a € Z in denimo, da dr# p{ a. Naj bo r € N red elementa a. Ce za
m € N velja ™ = 1modp, potem r | m.

Dokaz. Zaradi osnovnega izreka o deljenju vemo, da obstajata q, t € Z, za kateri velja 0 <t < r in
m=qr +t.

S tem lahko preoblikujemo a™ = 1modp v a? ™" = 1 mod p, kar je enako tudi (a”)? - a* = 1 modp. Po nasi definiciji
je a” = 1mod p. Dobimo 1% - a* = 1 mod p. Ker je 7 najmanjse stevilo za katerega a” = 1 mod p, mora biti ¢t = 0. Ker
pa je t ostanek pri deljenju m s Stevilom r, velja r | m. (]
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4.2 Glavni izrek

Najprej dokazimo pomozno lemo, ki bo koristna pri dokazu glavnega izreka.
Lema 4.4. Vzemimo prastevilo p € N. Ce je 2> = —1modp, kjer je x € Z, potem je p = 2 ali pa je p = 1 mod 4.

Dokaz. Predpostavimo, da je p > 2 in pokazimo, da je red elementa x po modulu p enak 4.

O¢itno je z* = 1 mod p. Red elementa & ne more biti 1, saj bi moralo drzati = 1 mod p, kar pa ne more biti res,
saj 12 # —1mod p. Prav tako red ne more biti 2, saj vemo 2> = —1 # 1 mod p. S protislovjem pokazimo Se, da tudi
3 ni red elementa x. Predpostavimo, da je 3 red elementa x po modulu p. Potem velja

2 =1 mod p.

7 upostevanjem predpostavke 22 = —1 mod p, sledi

1=2’=2-2° = —zmodp.
Toda potem je z2 = (fa:)2 = 1 mod p, kar je v nasprotju s predpostavko, saj 1 Z —1 mod p.

Najmanjse naravno Stevilo r € N, za katerega je " = 1 mod p, je tako r = 4, ki je torej red elementa x po modulu
p.

Posebej opomnimo, da velja p 1 x, saj bi v nasprotnem imeli £ = O0modp in tako tudi z? = Omod p, kar na-
sprotuje predpostavki leme. Zato lahko uporabimo izboljsavo malega Fermatovega izreka 4.3, ki nam pove, da je
zP~! = 1 mod p. Po trditvi 4.2, tako dobimo, da 4 | p—1. Od tod sledi p — 1 = 0mod 4. Po preureditvi te kongruence
pa dobimo p = 1 mod 4, kar dokaze naso trditev. g

Kako zdaj vse te izreke povezemo na nase vprasanje, katera naravna sStevila je mogoce zapisati kot vsoto dveh
kvadratov? Uporabili bomo osnovni izrek aritmetike, ki pravi, da lahko vsako naravno stevilo zapisemo kot produkt
prastevil. Poleg tega pa bo koristno tudi dejstvo, da lahko z izjemo Stevila 2 prastevila razdelimo v dve skupini, in
sicer na prastevila, ki so kogruentna 1, in tista, ki so kongruenta 3 po modulu 4. Sedaj smo pripravljeni za glavni
izrek.

Izrek 4.4. Recimo, da je n poljubno naravno stevilo, pi,...,pk N qi,...,qm Pa njegovi razlicni prastevilski faktorji,
pri cemer za vse i in j velja
pi =1mod4 in ¢; =3mod4.
Zapisimo
n:2t~pi1...pzk~q{1...q£{”7 3)
za neka naravna stevila t € No, e1,...,ex € Nin fi,..., fm € N.
Tedaj je Stevilo n predstavijivo kot vsota dveh kvadratov, ce in samo ce so vsi eksponenti f; sodi.

Dokaz. (<) V zadetku ¢lanka smo ze opazili, da lahko $tevilo napiSemo kot vsoto kvadratov dveh Stevil, kadar lahko
to storimo za vsa Stevila v neki njegovi faktorizaciji. To pove trditev 1.1. Poglejmo, zakaj so vsi faktorji iz faktorizacije
(3) predstavljivi.

Zac¢nimo z 2. Ce je eksponent ¢ sod, je oblike ¢t = 2u za neki u € Ny. Potem je 2° kvadrat nekega $tevila in zato
tudi predstavljiv, saj velja

22u _ (2u)2 + 02‘
Ce pa je eksponent t lih, je oblike ¢t = 2u + 1 za neki u € N, in velja
22u+1 —9. (2u)2 — (2u)2 + (211,)2’

ki je vsota dveh kvadratov.

Za prastevila p; smo v izreku 3.1 dokazali, da jih lahko vedno zapisemo kot vsoto dveh kvadratov, prastevila g;
pa se pojavijo s sodimi eksponenti, zato so ze sami kvadrati in zato predstavljivi. Sledi, da je n predstavljivo.

(=) Sedaj denimo, da je n mogoce zapisati kot vsoto dveh kvadratov

n:w2+y2 zazx, yEL

in pokazimo, da so vsi eksponenti f; sodi.
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Naj bo g eno od prastevil g; iz prastevilskega razcepa tevila n. PokaZimo, da ¢* | n. Slednje bomo dokazali tako,
da pokazemo, da ¢ |z in g | y.
Predpostavimo, da ¢ 1 . Naj bo z € Z tako, da bo veljalo xz = 1modgq. Prastevilo ¢ je delitelj n, zato je
n = 0mod q. Potem velja
0=2"n=2"2"+2"y* =1+ (2y)° modq.

Ce to preuredimo, dobimo (zy)?> = —1modgq. Lema 4.4 nam pove, da je ¢ = 1 mod4. Toda, ker smo predpostavili
g = 3mod 4 pridemo v protislovje. Po enakem postopku lahko dokazemo tudi q | y.

Ker velja ¢ | z in ¢ | y, mora veljati tudi
2 2
x n
2\ (v} _n
q q q

Vidimo, da je stevilo q% mozno zapisati kot vsoto dveh kvadratov, zato lahko ta postopek nadaljujemo in na vsakem

koraku opazimo, da v primeru, ko prastevilo ¢ z ¢ = 3mod4 deli n, tudi ¢® deli n. Torej imajo vsi prafaktorji q v
prastevilskem razcepu n sode eksponente, tj. f; so vsi sodi. d

5 Zakljucek

V ¢lanku smo se sprasevali, kaj mora drzati, da lahko neko poljubno naravno stevilo zapisemo kot vsoto kvadratov
dveh celih stevil. Naprej nam je to uspelo dokazati za poljubno prastevilo, za katerega je bilo potrebno samo, da ima
pri deljenju s 4 ostanek 1, oz. p = 1 mod 4. Od tod smo nazadnje izpeljali, da lahko Stevilo zapisemo kot vsoto dveh
kvadratov, Ce in samo Ce lahko to naredimo za vse prafaktorje, ki ga sestavljajo in imajo tisti, ki jih ne moremo samih
po sebi zapisati kot vsoto dveh kvadratov, sodo potenco.
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Popolna stevila

Adam Biirmen, Ekaterina Chizhova
Mentor: Nino Cajnkar

Povzetek

Najprej so definirana popolna Stevila, nato so obravnavana soda in liha popolna stevila. Ugotovljena je potrebna
oblika sodih popolnih stevil. Raziskana so liha popolna Stevila in ugotovljeno je, da njihove resitve ne poznamo.
Raziskani so pogoji, ki veljajo za liha popolna stevila.

1 Uvod

Morda vam je kaksno stevilo vSe¢, morda imate najljubse stevilo, morda se vam kaksno celo zdi popolno. Na sreco
so matematiki ze v grskih casih dolocili, katera sStevila so popolna, da si vam ni treba beliti glave s taksnimi tezkimi
odlocitvami. Danes poznamo prvih nekaj sodih popolnih stevil, nismo pa Se odkrili, koliko jih je. Za razliko od sodih
popolnih stevil, o lihih ne vemo niti, ali obstajajo. Zaradi svoje preprostosti in visoke tezavnosti je to eden izmed
najbolj znanih odprtih problemov v matematiki.

2 Popolna stevila

Lai¢no lahko definiramo popolna stevila kot taka Stevila, katerih sestevek vseh deliteljev je dvakrat vecji kot Stevilo
samo. Ta definicija je na zacetku raziskovanja popolnih stevil sluzila svojemu namenu, dokler ni Euler v srednjem
veku iznasel sigma funkcije in revolucioniral nadaljnje delo na problemu.

Definicija 2.1. Sestevek deliteljev oziroma sigma funkcija je funkcija o : N — N s predpisom

a(n)=> d.

dln
Definicija 2.2. Popolna stevila so naravna Stevila, za katera velja
o(n) = 2n.
Definicija 2.3. Pravi delitelji stevila n € N so vsa taka Stevila d € N, za katera velja d |n in1l < d <mn.

Definicija 2.4. Recemo, da je tevilo n deficitno ali nezadostno, ¢e velja o(n) < 2n, in obilno, e je o(n) > 2n. Stevili,
katerih vsota pravih deliteljev je enaka, se imenujeta prijateljski Stevili, vecja mnoZica taksnih Stevil pa se imenuje
druzabno Stevilo. Stevilo, ki je prijateljsko samo sebi, je popolno $tevilo. Popolno stevilo je tudi drufabno $tevilo s
periodo 1.

V naslednjem izreku bomo dokazali, da je funkcija sestevka deliteljev multiplikativna.
Izrek 2.1. Za naravni Stevili m in n z ged(m,n) = 1, velja

o(mn) =o(m) - o(n).
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Dokaz. Naj bodo 1,d1,da,- - ,di delitelji n ter 1,¢1,t2,--- ,t; delitelji m. Po definiciji velja
on)o(m)=14+di+ - +de)(1+t1+--+t;).

Ko vsoti deliteljev zmnozimo, bo vsak dobljeni ¢len v vsoti delitelj mn. Ker sta si m in n tuji, se bodo na desni
strani enacbe pojavili vsi delitelji mn, saj lahko poljubnega zapisemo kot zmnozek enega delitelja m in delitelja n.
Zaradi tujosti m in n se ne bo noben ¢len ponovil dvakrat, torej je izraz enak o(mn). Zato je sigma funkcija res
multiplikativna. g

Izrek 2.2. Naj bo N = Hle pit prastevilski razcep Stevila N, kjer so p; njegovi prastevilski delitelji in o potenca
i-tega prastevilskega delitelja v razcepu. Potem je

Dokaz. Po izreku 1 sledi
a;+1 1

k k t
(/TS VRS (APPSR e
i=1 i=1 i=1 -

kjer smo v drugi neenakosti upostevali dejstvo, da

(o1

o(p®)=1+p+..+p" ' +p".

Lema 2.1. Naj bo N naravno Stevilo in p pravi delitelj stevila N. Potem velja

o(u) < o(N).

Se wvec, velja tudi

Dokaz. Najprej izratunamo o(N)/N

Ker je p pravi delitelj N, bo veljalo, da je vsak delitelj p tudi delitelj N, zato z uporabo zgornje enakosti lahko
dokazemo zeljen rezultat

o(N) _ o)

N uwo
Ker je p pravi delitelj N, so vsi delitelji u tudi delitelji IV, ker pa tudi N deli samega sebe, nujno sledi o(u) < o(NV)
in dokazali smo tudi prvo neenakost. g

Posledica 2.1. Ce je N popolno stevilo, potem velja

92



Popolna stevila Clanki udelezencev

2.1 Soda popolna Stevila

Med nekaj prvimi sodimi popolnimi stevili so 6, 28, 496, 8128. Poznamo le konéno mnogo sodih popolnih stevil.
Izrek 2.3 (Cataldi-Fermat). Ce je 2" — 1 prastevilo za neko naravno Stevilo n, bo n tudi prastevilo.
Dokaz. Denimo, da lahko zapiSemo n = rs za r, s € N, za katera velja r,s > 1

20— 1=2") = 1=(2" - DA +2"+---+(27)°H).
Potem velja, da 2" — 1 ni prastevilo, kar nas pripelje do protislovja, ki dokaze izrek. O
Definicija 2.5. Prastevila oblike 2™ — 1 imenujemo Mersennova prastevila.
Izrek 2.4. Za vsako Mersennovo prastevilo 2" — 1 je stevilo 2"71(2” — 1) sodo popolno stevilo.

Dokaz. Izrek bomo dokazali z uporabo dejstva, da za vsako prastevilo p velja, da je o(p) = p + 1. Z uporabo izreka
o multiplikativnosti velja

o2 N2~ 1) = 02" o (2" — 1) = (2" —1)2" =2(2" (2" - 1)).
O

Trenutno (17. julij 2024) poznamo le 47 Mersennovih prastevil in s tem tudi 47 sodih popolnih $tevil. Ne ve se, ali
obstaja neskoncno sStevilo popolnih stevil.

Izrek 2.5 (Evklid-Eulerjev izrek). Vsako sodo popolno stevilo se lahko zapise v obliki
2" (2" — 1),
kjer je n naravno stevilo in 2" — 1 prastevilo.

Dokaz. Dano sodo popolno &tevilo zapigimo kot N = 2" 'm, kjer sta n,m € N in m ni sodo &tevilo. Po izreku o
multiplikativnosti izracunamo

o(N)=2N =2"m = o(2" )o(m) = (2" — 1)o(m).

Sledi 2" — 1 | m, torej lahko zapisemo m = (2" — 1), za naravno Stevilo g¢. Ce je ¢ = 1 smo konéali, zato
predpostavimo ¢ > 1. Med delitelji Stevila m bodo tako stevila 1,2" — 1, ¢ in m. Sedaj bomo omejili vrednost o(m)
in poiskali protislovje

o(m)>1+2" —1+¢+ (2" - 1)g=2"(¢+1),
m <(2"—1)q_2"—1‘ q 2" —1

o(m) = 27(q+1) 7 g+l 2n

Vendar iz enakosti 2"m = (2" — 1)o(m) sledi U(Tn) = 227,,_,1, kar je protislovje, torej je ¢ = 1. a

Izrek 2.6. Ce je N = 2" 1(2" — 1) popolno stevilo in N # 6, potem je
N=1>4+3 4.4+ 2" D/2 _q1)3

Dokaz. Vemo, da velja

3 _ (n(n+1)*
Zz ==

i=1

Ce zdaj vstavimo N = 2(""Y/2 za nek lih n, dobimo Zeljen rezultat. d

Izrek 2.7. Vsako popolno sodo Stevilo ima zadnjo stevko v desetiskem zapisu 6 ali 8.
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Dokaz. Vemo, da je vsako sodo popolno stevilo oblike
2" (2" — 1),

kjer je 2" — 1 prastevilo in je posledi¢no iz prejSnjega izreka tudi n prastevilo. Torej je n liho Stevilo, in lahko zapisemo
n=4m+ 1 alin = 4m + 3 za neki m € N. Ce je n = 4m + 1, potem je

2n T em —1) = 2" (2T 1) = 16™(2- 16T — 1)
=6"(2-6"-1)=6(2-6-1)=6-1=6 (mod 10).

Ce je n = 4m + 3, potem je

M (2" — 1) = 2" (NS 1) = 16™ - 4(2-16™ -8 — 1)
=6™-4(2-6™-8-1)=6-4(6-8—-1)=4-7T=8 (mod 10).

Torej smo dokazali, da ima vsako popolno sodo stevilo zadnjo Stevko v desetiskem zapisu 6 ali 8. g

3 Liha popolna stevila

Ne ve se ali obstajajo liha popolna stevila. Kljub Stevilnim ugotovljenim potrebnim pogojem Se nismo razvozlali
problema obstoja lihih popolnih stevil. Ce obstaja liho popolno $tevilo, mora biti veéje od 103°%°. Poleg tega mora
imeti tudi vsaj 8 razliénih prafaktorjev (in vsaj 11, ¢e ni deljivo s 3), ter mora biti vsaj en prafaktor veéji od 107, dva
prafaktorja vec¢ja od 104 in trije prafaktorji vecji od 100.

Zapisali bomo nekaj pogojev za liha popolna Stevila, ki zaradi zapletenosti dokazov ne bomo dokazali.

Trditev 3.1. FEuler je pokazal, da ima liho popolno stevilo N obliko
N = ptig?
za neko A € N, prastevilo p oblike 4k + 1 in prastevilo q oblike 4r + 1.
Dokaz. Dokaz je prepuscen kot vaja bralcu. O
Izrek 3.1 (Touchard (1953)). Ce liho popolno stevilo obstaja, mora biti oblike 12k + 1 ali 36k + 9.

Nadalje je Se za vsako liho popolno stevilo z r prafaktorji in 0 < i < 6 Kishore leta 1981 dokazal zgornje meje za
i—1
majhne faktorje lihih popolnih $tevil. Pokazal je namreé, da velja p; < 22 (r—i+1).

Trditev 3.2. Naj bo N liho popolno Stevilo s k razlicnimi prafaktorji in naj bo
P = H P.
pln
Potem je
N<P" 1.
Trditev 3.3. Ce je N liho popolno stevilo s k prafaktorji, potem

N < 24"

4 Zakljucek

Spoznali smo popolna Stevila, osrednjo temo enega izmed najvecjih odprtih problemov v matematiki, ter razna osnovna
orodja iz teorije Stevil za reSevanje taksnih problemov. Dokazali smo najpomembnejse izreke na tem podrocju, kot sta
na primer Evklid-Eulerjev in Cataldi-Fermajev. Spoznali smo tudi, kaj so Mersennova prastevila in kako so povezana
s popolnimi Stevili.
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Marsovski Estimathon

Izak Jenko, Matija Likar

Estimathon je razburljiva ekipna igra, ki zdruzuje kviz s hitrim matematicnim razmisljanjem in ocenjevanjem. Cilj
igre je v kratkem Casu ¢im natancneje oceniti intervale, v katerih lezi numeri¢ni odgovor na vsako izmed zastavljenih
vprasanj. Ekipe so pri tem nagrajene glede na stevilo zadetkov in majhnost ustreznih intervalov, saj vecji interval
pomeni lazji zadetek. Na letosnjem taboru MaRS smo tekmovanje Estimathon tokrat organizirali drugic. Udelezilo
se ga je 22 dijakinj in dijakov iz vse Slovenije.

Pravila igre

Tipi¢na izvedba igre Estimathon traja 30 minut, v katerih vsaka od ekip socasno resuje 13 ocenjevalnih problemov,
ki jih organizator pripravi vnaprej. Vsi problemi imajo toc¢no resitev, ki je pozitivno realno stevilo, vsaka od ekip pa
odgovor odda v obiliki intervala s pozitivno zgornjo in spodnjo mejo [min, max], za katerega meni, da vsebuje to¢no
resitev.

Pravimo, da je dani interval, ki ga odda ekipa, dober, ée vsebuje toen odgovor. Stevilo vseh tock neke ekipe
izracunamo s formulo

min

10 + Z {@J . 913—(5t. dobrih intervalov)
dobri intervali

Sestejemo torej spodnje cele dele razmerij zgornjih in spodnjih mej vseh dobrih intervalov. Recimo, da je pri
nekem vprasanju s toénim odgovorom 1234 ekipa podala interval [1000,2500]. Interval je dober, saj vsebuje tocen
odgovor, in bo k vsoti prispeval [2500/1000] = |2.5] = 2. Vsoti nato Se pristejemo 10 in na koncu rezultat pomnozimo
s toliksno potenco Stevila 2, kot je imela ekipa nereSenih nalog ali slabih intervalov. Za vsak prazen ali napacen
odgovor, se tako rezultat podvoji. Zmaga ekipa, ki zbere najmanjse Stevilo tock.
Za oddajo odgovorov ima vsaka ekipa na voljo 18 listkov, na katere zapise ime svoje ekipe, Stevilko problema, ki ga
lahko tako ekipa odda vec listkov z odgovori, vendar pa za rezultat vedno Steje zadnji oddani listek. Listke je
mozno oddajati tekom celotnih 30 minut igranja. Ves cas tekmovanja je razvidna tudi tabela rezultatov, ki se sproti
posodablja. Prepovedana je uporaba racunal, telefonov, interneta in ostalih zunanjih pripomockov. Igra Estimathon
je bila zasnovana leta 2013 v podjetju Jane Street. Vec¢ o Estimathonu lahko izvemo na povezavi www.estimathon. com.
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Vprasanja in odgovori

Letosnji tekmovalci so si razbijali glave z naslednjimi 13 vprasanji, ki smo jih sestavljalci izbrali iz matematike, lokalne
okolice CSOD Planinka, popularne kulture in drugod.

1.
2
3.
4

Koliko kabin ima Pohorska vzpenjaca?

. Koliko je detektorjev dima v CSOD Planinka?

Koliko je bilo uspesnih podaj Slovenije na letosnjem evropskem prvenstvu v nogometu?

. Koliksnja je cestna razdalija od krozis¢a pri cerkvi v Spodnjih Hoéah do CSOD Planinka v enotah dolzine

najdaljse stranice ¢okoladice Mars?

. Stevilo je perfektno, kadar je vsota njegovih pravih deliteljev enaka tevilu samemu. Za prastevilo p je Evklid

dokazal, da je 2P~ (2P — 1) perfektno, e je le 2P — 1 prastevilo. Kaj je peto perfektno Stevilo?

. Enotni delitelj Stevila n je delitelj d Stevila n, za katerega sta d in n/d tuji si Stevili. Koliko je parov (n, d), kjer

je d enotni delitelj stevila n, in je n naravno stevilo med 1 in 1007

. Koliko je skupno stevilo registriranih avtobusov in miniavtobusov v Sloveniji?

. Koliko je vseh osnovnih ol v ob¢ini Maribor?

9. Koliksnja je zracna razdalija med Ple¢nikovim spomenikom NOB v domacem kraju nogometasa Benjamina

10.
11.
12.

13.

Seska in vzpetino, ki so jo Rimljani poimenovail Mons Ocra, v kilometrih?
Koliko maseljcev piva lahko zlijemo v telo s prostornino enega barela?
Koliko ogledov imajo Joker Out Official na YouTube?

Koliko ton krompirja je Slovenija pridelala v letu 20237

Koliko znasa vsota emso treh organizatorjev letosnjega estimathona?

Bralce vabimo, da poskusijo odgovoriti na vseh 13 vprasanj, predno poiscejo resitve v spodnji tabeli. Zaradi
preprostosti so nekateri statisticni podatki zaokrozeni. Podatki so biti vzeti dne 14. 7. 2024.

vprasanje H 1 2 3 1 ) 6 7
odgovor || 64 49 940 125.263 33.550.336 359 2.860
vprasanje [[ 8 9 10 11 12 13

odgovor || 25 93 467 21.202.677 69.000 5,43 x 102
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Rezultati in zakljucek

Tekmovalci so se na Estimathonu odrezali nekoliko bolje kot lani. Pri vsakem izmed vprasanj je vsaj ena izmed ekip
postavila dober interval, vendarle pa nobena izmed ekip ni znala resiti vseh vprasanj. Najbolje je bilo resevano osmo
vprasanja, ki so ga pravilno resile vse ekipe, stirim pa je uspelo postaviti mejo, kjer je Lﬁ‘:‘:J = 1. Najtrsi oreh je pa
predstavljalo deveto, ki sta ga uspesno resili le dve ekipi.

Lovoriko letosnjega Estimathona si je useplo priboriti ekipi Pak, ki je uspesno resila 11 problemov in dosegla
rezultat 116 tock. Tesno za petami jim je bila ekipa Makaroni in za njimi e Literani Stajerci. Obe ekipi sta pravilno
resili 9 problemov in osvojili 320 oziroma 432 tock. Organizacijsko ekipo letosnjega tekmovanja smo sestavljali Jan
Genc, Izak Jenko in Matija Likar.

Slika 1: Udelezenci Estimathona v nestrpnem pricakovanju zacetka tekmovanja
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Izkusnje udelezencev

Manca Ernst, Jure Kreze, Marsela Supé Vide, Jakob Zorz

Marsela

Odlocitev, da se letos udelezim tabora MaRS je bila definitivno ena izmed najboljsih odlocitev za poletne tabore do
zdaj. Bila sem prijetno presenecena nad lepo dobrodoslico in super cimrami, prav tako pa je bilo delo na projektih
zanimivo in koristno. Naucili smo se uporabljati LaTeX ter pridobivali znanja na podroc¢jih matematike, ki jih od prej
ne poznamo toliko. Od predavanj mi je bila najbolj vSe¢ glavna delavnica in vecerno predavanje o bitnih racunalnikih,
saj je bila snov razlozena tako, da je pritegnila pozornost in bila razumljiva.

Kot prva zmagovalka MaRSovskega morilca se mi je v spomin najbolj vtisnil ,pokol“ na zar veCeru. V eni no¢ mi
je uspelo ubiti se zadnje tri kandidate, enega z zasedo in pomocjo ostalih mentorjev, druga dva pa v jedilnici, kjer
sem Matiji (zar mojstru) najprej oskrbela manjSo opeklino, par minut kasneje pa Se odskrbela iz igre. Spomnim se
tudi branja MaRSovskega dnevnika cimram vsako jutro ter nadobudno spremljanje Instagrama za nase slike, ali pa
ponocevanje z druzabnimi igrami, da je nase navdusenje odzvanjalo po domu do poznih ur.

Tabor bi priporocala vsem matematicnim nadobudnezem, saj je res nepozabna izkusnja. Mentorji poskrbijo, da
je vse super, jutranja telovadba ter pohod pa sta bila ravno prav za skupino nadobudnih matematikov.

MaRSa se bom zagotovo udelezila Se naslednje leto, saj je bil ta tabor nepozaben.

Jure

Ves, da je tabor dober, ko spremeni tvojo $tudijsko izbiro in je spanec po njem kot udarec lokomotive.

Manifestacije dni s sumljivo visokimi razmerji energije proti spancu MaRSa niso omejene na ustanavljanje zadruge
postenih modrih kmetov v Avalonu (igranje druzabnih iger), treniranje Zeleznega zelodca s preobilnimi koli¢inami
Cedevite (ustvarjanje notranjih $al) in odvisnosti od kart Jane Street (te karte so res dobre), ampak vkljucijo tudi
pletenje najboljsih prijateljstev, ki ostanejo tudi onkraj tabora in postanejo del tebe.

Na MaRS sem prisel kot fizik, ki je sovrazil vsako idejo statistike, in odsel kot matematik na drugem prijavnem
roku, ki vsepovsod, kjer nastopajo neodvisne in enako porazdeljene slucajne spremenljivke, vidi centralni limitni izrek.
Tabor ima nepopisno moc¢ vzbuditi ljubezen do raznih podrocij matematike, ki jih morda prej celo nisi maral.

Poleg izjemnih prijateljev, kvalitetnega znanja in neskonc¢nih zalog Cedevite sem spoznal, da matematiki radi
ostajajo fit. Vsak dan je bila neka fizicna aktivnost, na kateri sem ali spoznal, da sem podpovprecen v igri med dvema
ognjema (tolazim se s tem, da so drugi nadnaravno dobri), ali da se najboljSe teme pogovorov razkrijejo med daljSimi
pohodi.

Zadnji dan smo vsi opazovali svoje presenetljivo dobre izdelke in cenili svoje nove sposobnosti in znanja v mate-
matiki, programu LaTeX in Pythonu, ko smo se #al morali posloviti. Ceprav teden mine bistveno prehitro, ostanejo
nove izkusnje, prijateljstva in znanja za vedno, tega pa ti nih¢e ne more odvzeti.

Ko sem prisel domov, sem (po zelo potrebnih 18 urah spanca) pogledal nazaj na ta teden in vedel, da je bil pravilna
izbira.

Manca

» Valovanje 3,« bi ob prihodu in tradicionalnem pozdravu izjavil veteranski igralec igre Codenames in ponosen udele-
zenec tabora MaRS, osrednjega poletnega dogodka vsakega ljubitelja matematike.

Ceprav na zacetku letosnje avanture, ki je potekala v enem izmed delov Pohorja vseh ¢asov, stari uzivaéi Cedevite
velikega Stevila elementov mnozice prislekov nismo prepoznali, smo jih v konénem casu vseeno predstavili grupi
izbranih druzabnih in drugih avalonskih iger. Medtem ko smo se nekateri poskusali spomniti vlog v Coupu (posebna
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zahvala za Official Rule Book gre Percivalu Modremu iz Dupleka, pri Aleksandriji), je zelo glasna aliansa Skofje Loke,
ki po zadnjih informacijah ni touch, v ratu uspela pretentati celo visokotehnoloske merilce petja (kot hobi).

Seveda pa na taboru nismo dopustili druzabnim igram, da bi narekovale nas vsakdan; MaRS ne bi bil MaRS brez
pisanja matemati¢nih clankov, ki se je brez tezav zavleklo do novic v zgodnjih jutranjih urah. Eni ob kavi, drugi pa ob
starani Cedeviti, smo se tako popotniki kot kockarji spoprijeli z zanimivimi matemati¢nimi temami in skozi projekte
vztrajno urili svoje linearne sposobnosti. Nase urnike so zapolnile tudi delavnice in predavanja, med katerimi se je
morda kdaj kaksen det zloZo, a se ve¢inoma nismo zasvicali ful.

Kljub izjemnemu programu, ki nas je spremljal ves teden, smo vsi tezko pri¢akovali zadnji vecer tabora. Takrat
sta se zvrstila pustolovscéina in piknik, na katerem so se nam pridruzili tudi nekateri bivsi udelezenci in nam morda
celo poskusili ukrasti copat ali dva, pred nasim pragom pa so se pozno ponoci prikazali tudi taki, ki so v Zelji po
pravem MaRSovskem druzenju prileteli naravnost iz angleske banje.

Kaj bi veteran in ponosen MaRSovec izjavil ob odhodu, ni znano, saj verjetno spi in nabira energijo za popravljanje
clanka, a po vsej verjetnosti bi skupaj z novimi prijatelji in vsem znanjem, ki ga je prejel na taboru, povzel nekega
spreobrnjenega fizika: “Bil sem tam!”

Jakob

MaRSovska izkusnja je bila zelo pozitivna. Z besedami tezko povzames, zakaj si je ta tabor zasluzil poseben prostor
v mojem srcu. Matematicne aktivnosti skupaj z odlicno druzbo lepo zaokrozi in izpolni to, kar bi tabor zares moral
biti. Ljubezen do matematike, verjamem, da gojijo tudi mnogi drugi. Tista ideja o bolj splosni stvari, novega pogleda
na problem, ki razjasni in zadane bistvo problema, pa naj bo to topologija, abstraktna algebra ali pa kaj drugega.

Na MaRSu se mi zdi, da se tak nac¢in misljenja spodbuja in goji, ne samo od mentorjev do dijakov, temve¢ tudi
med vrstniki, ki debatirajo in se spodbujajo, inspirirajo. Nacin ucenja prof. Basica je bil Se posebej ucCinkovit, saj
smo namesto izrekov in dokazov delali primere in s tem pocasi skozi intuicijo in iskanjem vzorca prisli do posplositve
- izreka. Motiviral nas je, da smo samo skozi konstrukcije razmislili o bolj splosni ideji in smo za izreke razumeli,
zakaj kako so sploh nastali.

Poleg matematike smo seveda tudi poceli obmatematic¢ne posle, kot na primer Avalon, kjer smo se za preostanek
dneva preobrazili v spletkarje in preracunljivce ali pa poStene modre kmete. Ko je ponoci ura odbila tri, smo odprli
novice. Dlje kot smo se zabavali, bolj so padale nase linearne sposobnosti (po krivulji slovenske funkcije).

Zjutraj smo se zbudili utrujeni, a je jutranja telovadba poskrbela, da smo bili ¢ez dan vsaj priblizno prisotni.
Zjutraj smo se med drugim igrali tudi »med dvema ognjemax, kjer je bilo za nekatere zelo hitro konec veselice, saj
jih je Primoz izlod¢il s svojimi natancnimi in hitrimi streli. Cedevita je bil tudi zelo pomemben del tabora. Poleg
nacejanja omenjene pijace, smo na MaRSovski pustolovséini lani videli vzpon tako imenovanih »cedevita enjoyerjev«,
ki so zmagali, in letosnji padec enako imenovane ekipe, ki je bila zadnja. MaRS je bila odli¢na izkusnja, saj je vsak
dobil priloznost, da je spoznal matematicne sovrstnike in stkal nova prijateljstva. Marsikdo je tudi spoznal bodoce
soSolce ali pa spreobrnil kaksnega fizika v matematika.
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DMFA Slovenije

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije je stano-
vska organizacija, ki zdruzuje pedagoge, raziskovalce in studente.
Ustanovljeno je bilo leta 1949. Drustvo skrbi za popularizacijo
matematike, fizike in astronomije med mladimi in v $irsi javno-
sti. Organizira tekmovanja iz znanja, ki se jih vsako leto udelezi
ve¢ kot 100000 tekmovalcev. Organizira znanstvena srecanja in
promovira znanstvene dosezke svojih ¢lanic in ¢lanov. Izdaja dru-
stveno glasilo Obzornik za matematiko in fiziko in Presek, list za
mlade matematike, fizike, astronome in racunalnikarje. Drustvo
aktivno deluje v mednarodnih zdruzenjih na posameznih podro-
¢jih in sodeluje z drustvi, raziskovalnimi organizacijami in peda-
goskimi institucijami v Sloveniji.

Zavarovalna skupina Sava

Zavarovalna skupina Sava je k strankam usmerjena, prilagodljiva
in trajnostno naravnana zavarovalniSska skupina s posli na vec
kot 110 zavarovalnih in pozavarovalnih trgih sveta. Skupina po-
nuja zavarovalne, pozavarovalne in pokojninske resitve ter storitve
upravljanja premozenja.

Mati¢na druzba Sava Re, d.d., zagotavlja pozavarovalne storitve
ve¢ kot 450 partnerjem po vsem svetu. Z druzbami je prisotna v
Sestih drzavah regije Adria in je tako ena vecjih zavarovalniskih
skupin s sedezem v jugovzhodni Evropi. Bonitetni agenciji S&P
Global Ratings in AM Best sta v letu 2023 Savi Re obnovili boni-
tetno oceno kreditne sposobnosti in finanéne moci » A« s stabilno
napovedjo. V letu 2023 je obseg poslovanja skupine znasal vec
kot 910 milijonov EUR, dobicek pa 65 milijonov EUR.
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UL FMF Univerza v Ljubljani
Fakulteta za matematiko in fiziko

Fakulteta za matematiko in fiziko (FMF) je nastala leta 1995
z razdruzitvijo tedanje Fakultete za naravoslovje in tehnologijo,
studija fizike in matematike na Univerzi v Ljubljani pa obstajata
vse od njene ustanovitve leta 1919.

UM FNM

Oddelek za matematiko in rac¢unalnistvo FNM UM je iskriv in
zagnan kolektiv, ki ga vseskozi krasi skrb za strokovno in znan-
stveno odli¢nost, kot tudi poudarjeno skrben odnos do pedago-
skega dela ter skrb za kakovosten prenos znanja in navdusenja
nad naso stroko: na Studente, pa tudi na nase ozje in Sirse okolje.
Oddelek izvaja naslednje Studijske programe:

e Matematika 1. stopnje: traja 3 leta in predstavlja vstopno
tocko v svet matematike. Namenjen je studentom, ki zelijo
podrobneje spoznati temeljne matematicne vsebine.

e Matematika 2. stopnje: traja 2 leti in je zasnovan tako, da

s specializacijo na tri module Studentu omogoci, da pridobi -H-
poglobljena znanja matematike z enega izmed treh podrocij: : :
splosna matematika, rac¢unalni¥ka matematika in finanéna Univerza v Mariboru
matematika.

Fakulteta za naravoslovje

¥ . . . C . in matematiko
e Izobrazevalna matematika 2. stopnje: traja dve leti in je v

kombinaciji s programom Matematika na 1. stopnji name-
njen izobrazevanju uciteljev matematike, ki lahko poucujejo
tudi na gimnazijah.

e Matematika 3. stopnje: je doktorski studijski program, ki
je vkljuéen v doktorsko Solo Univerze v Mariboru in traja 4
leta.

e Predmetni uditelj: je enovit magistrski studijski program,
ki traja 5 let. Namenjen je izobrazevanju dvopredmetnih
uciteljev s pravico poucevanja na predmetni stopnji osnovne
Sole in vecini srednjih Sol.
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Jane Street

Jane Street je kvantitativno trgovsko podjetje s pisarnami po
vsem svetu. Zaposlujemo pametne, skromne ljudi, ki radi resujejo
probleme, gradijo sisteme in preizkusajo teorije. V nasi pisarni
se boste vsak dan naucili nekaj novega — naj bo to povezovanje s
kolegom za izmenjavo pogledov ali sodelovanje v pogovoru, pre-
davanju ali veceru igre. Nas uspeh poganjajo nasi ljudje in nikoli
se ne nehamo izboljSevati.

AFLabs

Smo mednarodno razvojno raziskovalno podjetje, ki se ukvarja z
unikatnimi projekti, ki zahtevajo visoko raven tehni¢nega znanja,
natancnosti, ekipnega dela, izkusenj in zanesljivosti.

3K IT

V podjetju 3K IT d.o.o. se od ustanovitve leta 2003 ukvarjamo
z razvojem lastnih programskih resitev za obvladovanje poslov-
nih procesov in poslovne dokumentacije. Svojo glavno program-
sko resitev smo poimenovali 3K Document Cycle. Z aplikacijo
3K Document Cycle boste digitalizirali vase poslovne procese in
uredili poslovno dokumentacijo. Rezultati so vec¢ja ucinkovitost,
prihranek casa, boljse sodelovanje in zadovoljni sodelavci. Svoje
delo opravljamo s strastjo in se nenehno trudimo biti ustvarjalni
in boljsi. Smo posteni, odprti in eti¢ni. Na vasi poti vam bomo
pomagali z nasim znanjem in izkusnjami. In verjemite, z I'T pod-
jetjem se lahko tudi dobro razumete.

Dewesoft

Dewesoft je tu, da izzove in spremeni svet merilne tehnologije.
Razvijamo testne in merilne resitve, usmerjene k strankam, tako
da vedno razmisljamo drugace in se potiskamo nad najvisje stan-
darde. Vse se je zacelo s preprosto zamislijo, ki je zdaj prerasla
v globalni uspeh, saj ponuja merilne resitve vodilnim svetovnim
blagovnim znamkam.
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