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Povzetek
V ¢lanku smo raziskovali, katera naravna Stevila so predstavljiva — jih je mogoce zapisati kot vsoto
dveh popolnih kvadratov. Osredotocili smo se predvsem na prastevila. Definirali smo kongruentnost
ter podrobno pojasnili in dokazali mali Fermatov izrek. Predstavljivost prastevil smo predstavili
geometrijsko s pomocjo krilatih kvadratov. Dokazano smo nato uporabili za odgovor na vprasanje o
predstavljivosti sestavljenih naravnih stevil.

1 Uvod

Za vse so krivi Francozi. Mogoce se sprasujete, kaj imajo Francozi skupnega z vsotami dveh kvadratov,
vendar vam zagotavljamo, da boste kmalu izvedeli, zakaj sta Fermat in Pascal pomembna.

Vsote dveh kvadratov predstavljajo zanimiv matematicni koncept, ki spada v matemati¢no podrocje,
imenovano teorija Stevil. Ze anti¢ni matematiki so se ukvarjali s to temo, ki se je skozi zgodovino razvila
v eno najbolj fascinantnih podroc¢ij matematike.

Definicija 1. Pravimo, da je stevilo n € N predstavljivo, ce ga lahko zapisemo kot vsoto dveh popolnih
kvadratov, torej ce obstajata taki celi Stevili x, y € Z, da je

n:m2—|—y2.

Opomba. Celo &tevilo je popoln kvadrat, e je oblike k? za neko celo stevilo k € Z. V nadaljevanju bomo
zavoljo jedrnatosti pridevnik popoln pogosto izpuscali in popolne kvadrate imenovali samo kvadrati.

Poglejmo naravna stevila do 20 in jih poskusimo zapisati kot vsoto dveh kvadratov. Ugotovimo, da
tak zapis ni mogo¢ za vsa stevila, kot nas preprica tabela Naiven nacin, kako za naravno stevilo n
preverimo, ali je predstavljivo ali ne, je slede¢. Zapisemo si vse kvadrate pozitivnih celih Stevil, ki so
manjii ali enaki n, in si ogledamo njihove razlike od n. Ce je kaksna od teh razlik popoln kvadrat,
smo nasli zapis stevila n kot vsoto dveh kvadratov in je torej predstavljivo, sicer pa ni predstavljivo.
Na primer popolni kvadrati manjsi ali enaki stevilu 19 so 0, 1, 4, 9 in 16, njihove razlike do 19 pa so
zaporedoma 19, 18, 15, 10 in 3. Ker nobeno od teh ni popoln kvadrat, stevilo 19 ni predstavljivo.

Tekom tega c¢lanka bomo spoznali izrek, ki nam bo brez intenzivnega racunanja povedal, kdaj je
naravno stevilo n predstavljivo, ¢e le poznamo njegov prastevilski razcep.



Tabela 1: Stevila kot vsote dveh kvadratov.

1=1%4072 6 # 11 # 16 = 42 + 02
2=1%41? 7+ 12 # 17 =42 +1?
34 8 =22 422 13 = 32 + 22 18 = 3% + 32
4=292%40? 9=23%+0? 14 # 19 #

5=2%41? 10 = 3% + 12 15 # 20 = 4% + 22

1.1 Produkt kot vsota dveh kvadratov

Prvo splosno opazko o predstavljivih stevilih povzame naslednja trditev, ki pove, da je produkt predsta-
vljivih Stevil spet predstavljivo stevilo.

Trditev 1. Ce lahko dve naravni stevili n = 2% 4+y? in m = 2> +w? napisemo kot vsoto dveh kvadratov,
lahko tudi njun produkt zapisemo kot vsoto dveh kvadratov.

Dokaz. Izracunamo
nem = (@2 + y?) (22 + w?)
— 2222 4 220?222+ P
= 2222 4+ 22w? + y?22? + y*w? + 2zyzw — 2zyzw
= (zz + yw)* + (vw — y2)*.

V tretji vrstici smo pristeli in odsteli 2zyzw in s tem dopolnili po dva ¢lena iz druge vrstice do dveh
popolnih kvadratov. O

2 Osnove teorije stevil

2.1 Prastevila

Eden izmed najbolj osnovnih objektov v teoriji stevil so prastevila. Prastevilo je naravno Stevilo vecje
od 1, katerega edina delitelja sta 1 in Stevilo samo. Njihovo pomembnost poudarja znameniti osnovni
izrek aritmetike.

Izrek 2 (Osnovni izrek aritmetike). Vsako naravno stevilo vecje od 1 je produkt prastevil, ki je enolicen
do vrstnega reda faktorjev natancno.

V lué¢i nasega osnovnega problema, bomo znali s pomocjo faktorizacije odlociti o predstavljivosti
sestavljenih Stevil, ko ugotovimo, katera prastevila so predstavljiva.

2.2 Osnovni izrek o deljenju

Spomnimo se osnovnega izreka o deljenju.

Izrek 3 (Osnovi izrek o deljenju). Naj bosta a in b poljubni celi stevili, pri cemer b# 0. Ce delimo a z
b, potem obstajata celi stevili q in ostanek r, da velja

a=q-b+r.
Ostanek je vedno vecji ali enak 0 in manjsi od delitelja (0 < r < b).

Steviloma ¢ in r iz zgornjega izreka pravimo kolicnik in ostanek. Naslednja trditev nam pove, da sta
ti dve koli¢ini enoli¢no doloceni s Steviloma a in b, zato je na primer smiselno govoriti o ostanku stevila
a pri deljenju z b.



Trditev 4. Za vsak par a, b € Z sta Stevili q in v iz zgornjega izreka o deljenju enolicna.
Dokaz. Ce bi za par a, b € Z obstajal $e en par ¢/, r’ € Z, za katerega je
a=¢b+7r in 0<7 <b,
bi lahko stevilo a zapisali na dva nacina
qg-b+r=a=q -b+r.

S preurejanjem enacbe dosezemo
(@g=g)b=r"—r

Ker je |’ — 7| < b, sledi
lg—d'| <1,

Stevili ¢ in ¢’ sta celi, zato se slednje lahko to zgodi le, ¢e sta enaki. Od tod sklepamo tudi r = /. [
Definicija 2. Ce vzamemo Stevili a, b € Z, potem stevilo b deli stevilo a, ko obstaja stevilo k € Z, da je
a=k-b.

Pravimo tudi, da je stevilo a veckratnik stevila b. To oznacimo zb | a. Kadar stevilo b ne deli a, pisemo
tudi b1 a.

Opazimo, da stevilo b deli stevilo a natanko tedaj, ko je ostanek a pri deljenju z b enak 0.
Trditev 5. Denimo, da zan € N in a, b € Z veljan | a in n | b, potem velja
nlab in nla+b.
Dokaz. Zapisimo a = agn in b = bgn, kjer sta ag, by € Z. Potem lahko produkt teh stevil zapisemo kot

ab = agbon’®

= (apbpn)n,
iz desar je razvidno, da n | ab. Podobno velja tudi za vsoto dveh Stevil

a-+b=agn + byn
= (ag + bo)n,

kar potrdi, da n | a + b. O

2.3 Kongruence
V nadaljevanju zelimo racunati z ostanki, kar formaliziramo z vpeljavo pojma kongruentnosti stevil.

Definicija 3. Dwve stevili a, b € Z sta kongruentni po modulu n, kadar velja
n|a—0b.

To oznacimo z
a=b mod n.

Trditev 6. Kongruentni stevili imata pri deljenju z n isti ostanek.

Dokaz. Ce imamo dve Stevili a = qin + 71 in b = gon + o, kjer je n € N, potem lahko njuno razliko
zapisemo kot

a—b=qgn+r —qn—ry

= (g1 — @)n+ (r1 —r2).



Ce iz te enacbe izoliramo razliko ostankov, ugotovimo, da je sestavljena iz razlike dveh celih stevil, ki
sta deljivi z n.

r1—r2=(a—"b)—(q1 —q2)n
=k-n—(q1—q)n
Stevilo @ — b namre¢ lahko zapiSemo kot veckratnik Stevila n, kar pomeni, da obstaja k € Z, da je

a —b = k-n. Tako ugotovimo, da n | r; — ro. Ker pa sta oba ostanka manjsa od n in brez Skode za
splosnost predpostavimo se 2 < 71, je mozno le, da sta ostanka enaka, torej r; = rs. O

Naslednja trditev je zelo pomembna, saj nam bo v nadaljevanju bistveno poenostavila racunanje s
kongruencami.

Trditev 7. Imejmo po dva para kongruentnih celih stevil a = a’ mod n in b =V mod n, pri cemer je
n € N. Potem velja
a+b=d +b modn in ab=db modn.

Dokaz. Kadar sta stevili kongruentni po modulu n, stevilo n deli njuno razliko. Torej lahko v nasem
primeru zapisemo
a—a =n-v in b—b=n-u,

za neka u, v € Z. Trdimo, da je a +b =a’ + b mod n. Poglejmo njuno razliko
a+b—(d +V)=a—ad +b-¥
=nv +nu

=n-(v+u).

Torej n | a+b— (a’ + ), kar dokaze Zeleno.
Dokazimo $Se drugi del trditve, ki pravi, da je ab = a’b’ mod n. Poglejmo razliko zmnozkov
ab—a't/ =ab—a'b —a'b+a'b
=bla—a)+ad(b-"b)
=b-nv+ad - -nu
=n- (bv+ d'u).

V prvi vrstici smo odsteli in pristeli isto koli¢ino a’b in po izpostavljanju ustreznih ¢lenov dobili, da
n | ab— o', kar pokaze zatrjeno. O

3 Krilati kvadrati

Sedaj smo pripravljeni za izrek, ki pove, katera prastevila so predstavljiva. Presenetljivo in precej
zvito bomo izrek dokazali z uporabo geometrije. Vpeljali bomo t. i. krilate kvadrate in preucili njihovo
obnaSanje in povezavo s predstavljivostjo prastevil. Sledili bomo dokazu iz knjige [1, Chapter 4], ki ga
je nasel moskovski matematik Alexander Spivak.

Izrek 8. Naj bo p € N prastevilo.
1. Ce velja p=2 alip=1 mod 4, potem je p mogoce zapisati kot vsoto dveh kvadratov.
2. Ce je p=3 mod 4, prastevila p ni mogoce zapisati kot vsoto dveh kvadratov.

Dokaz. Drugi del izreka je mnogo lazje dokazati kot prvega, zato zacnimo z njim. Potrebujemo le
lastnosti racunanja s kongruencami iz trditve [7]

Trditev pokazimo s protisloviem. Recimo, da je prestevilo p predstavljivo, torej je p = 22 + y? za
neka z, y € Z. Ce na to enakost pogledamo po modulu 4, dobimo

3=22+y*> mod4. (1)



Z izra¢unom kvadratov §tevil 0, 1, 2 in 3 (to so vsi mozni ostanki celega Stevila pri deljenju s 4) vidimo,
da je ostanek kvadrata pri deljenju s 4 lahko le 0 ali 1. Desna stran enacbe torej zavzame le vrednosti
0, 1 ali 2 in ne 3. Predpostavka o predstavljivosti prastevila p je torej neresniCna, zato p ni mogoce
zapisati kot vsoto dveh kvadratov.

Lotimo se Se prvega dela. Definirajmo mnozico
S ={(z,y,2) € N’ | dxy + 2% = p}.

Najprej opazimo, da je mnozica S neprazna. Po predpostavki je namre¢ p = 1 mod 4, zato obstaja
k €N, da je p =4k + 1, torej je (k,1,1) € S.
Po opazovanju enacbe
dry+ 22 =p (2)

ugotovimo, da lahko vsako od treh spremenljivk (zelo grobo) navzgor omejimo s p. Ker vse spremenljivke
zavzamejo vrednosti med naravnimi Stevili, je tako resitev enacbe le konéno mnogo. Mnozica S je
torej konc¢na.

Sedaj pokazimo, da je mo¢ mnozice S liha. Naj bo (z,y,z) € S poljubna resitev. Tej reSitvi
lahko priredimo krilati kvadrat, ki je sestavljen iz osrednjega kvadrata, ki ima stranico dolzine z in
Stirih pravokotnikov z dolzinama stranic x in y, pri éemer se vsi stirje pravokotniki stikajo s sredinskim
kvadratom v stranici dolzine x, kot je prikazano na sliki

Slika 1: Krilati kvadrat. Slika 2: Oblika krilatega kvadrata.

Vsaka od resitev (z,y,z) € S tako dolo¢a en podobnostni razred krilatih kvadratov (zrcalna slika
krilatega kvadrata namre¢ podaja isto resitev). Iz vsakega od razredov izberemo tistega, ki ima kotni
L v desnem nekonveksnem ogliséu vsaj tako visok kot Sirok (ta je oznaden na sliki . Velja pa tudi
obratno, iz vsakega krilatega kvadrat lahko razberemo trojico (x,y,2) € N3, tako da preberemo dolzine
stranic kvadrata in pravokotnikov, ki ga sestavljajo. Trojica potem zadoséa enacbi 4zy + 22 = p, saj je
to natanko plosc¢ina krilatega kvadrata, zato pripada S. Mnozico S lahko tako identificiramo z mnozico
vseh krilatih kvadratov, ki imajo kotni L v desnem nekonveksnem oglis¢u vsaj tako visok kot Sirok.

(2,3, 7) (8, 2, 3)

Slika 3: Dva razli¢na krilata kvadrata za prastevilo p = 73 z enako obliko.



Oblika krilatega kvadrata je lik v ravnini, ki ga definira krilati kvadrat, odvisen pa je le od robne
krivulje, ki ga obdaja. Oblika krilatega kvadrata s slike |3| je prikazana na sliki Za vsako obliko
krilatega kvadrata dobimo bodisi en bodisi dva krilata kvadrata. Na sliki [} imamo dva razli¢na krilata
kvadrata z enako obliko.

Po dva krilata kvadrata oz. trojici iz mnozice S dobimo iz vsake oblike krilatih kvadratov, razen pri
eni in sicer tisti, ki ima kotni L enako visok kot sirok (ta je prikazana na sliki |3)).

Slika 4: Oblika krilatega kvadrata, ki ima kotni L enako Sirok kot visok.

Ce (z,y,2) € S pripada krilatemu kvadratu, katerega oblika ima to lastnost, velja z = z. Od tod lahko
faktoriziramo p = 4wy + 22 = x(4y + z). Toda p je prastevilo, zato je x = 1, kajti za naravni stevili z in
y je 4y + = > 0. Opazimo, da ta krilati kvadrat pripada natanko trojici (1, k, 1), ki izhaja iz dejstva, da
lahko zapisemo p = 4k + 1. Vsaki od oblik krilatih kvadratov lahko torej priredimo dva krilata kvadrata,
le eni pa samo enega. To pomeni, da je S mnozica z liho mocjo.

Dokaz izreka zakljuc¢imo z definicijo Se enega parjenja krilatih kvadratov. To dosezemo s funkcijo
f: S8 — S definirano s predpisom

f(@,y,2) = (y,,2).

Ocitno f slika v mnozico S, saj je (z,vy,2) resitev enacbe dzy + 22 = p natanko tedaj, ko je (y,z,z2)
resitev. Funkcija f tako popari trojico (z,y, z) s trojico (y,x, z). Ker pa je mo¢ mnozice S liha, mora
f vsaj eno od reSitev popariti samo s seboj, kar pomeni, da je ta oblike (x,x,z). Ta trojica nazadnje
pokaze, da je prastevilo p predstavljivo kot vsota dveh kvadratov, saj dobimo zapis

p=(22)% + 2%

4 Stevila, ki so vsota dveh kvadratov

Sedaj razis¢imo Se, kako se predstavljivost prastevil posplosi na predstavljivost ostalih sestavljenih Stevil.

4.1 Mali Fermatov izrek

V nadaljevanju bo koristno poznati mali Fermatov izrek. Za dokaz bomo potrebovali binomski izrek in
eno lastnost binomskega simbola, zato najprej razis¢imo ta dva koncepta.

Definicija 4. Za naravni stevilin € N in 0 < k < n je binomski simbol definiran kot

(%) = 7o

Opomba. Kombinatori¢no binomski simbol (Z) Steje, na koliko nacinov lahko iz mnozice z n elementi
izberemo podmnozico s k elementi.

Ce pogledamo Pascalov trikotnik, lahko binomski simbol (Z) najdemo v n-ti vrstici kot k-ti element
te vrstice, pri tem pa pazimo, da prvo Stevilo v vrstici Stejemo kot 0-ti element.



n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n= 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==06 1 6 15 20 15 6 1

n="17 1 7 21 3 35 21 7 1

Slika 5: Pascalov trikotnik.

Primer 5. Recimo, da nas zanima, na koliko nacinov lahko iz mnozice z mocjo 5 izberemo podmnozico
moci 3. Pogledamo cetrto stevilo v peti vrstici Pascalovega trikotnika, ter vidimo, da je rezultat 10.
Pravilnost lahko preverimo tudi z racunom

5 5! 20
(3) 55— 2 U

Izrek 9 (Binomski izrek). Za polinoma v spremenljivkah x in y velja enakost
(.’E + y)n _ i n xkyn—k
k=0 k .

Binomski izrek, nam pomaga pri razc¢lenitvi dvoclenika na poljubno stopnjo. Ugotovimo, da koefici-
ente v razvoju najdemo v n-ti vrstici Pascalovega trikotnika.

Lema 10. Naj bo p € N prastevilo in 0 < k < p. Potem p | (2’)

Dokaz. Binomski simbol (i) je vedno celo stevilo in ga lahko zapisemo tudi kot

(p) _p- =Dkt 1
k k-(k—1)---2-1

V imenovalcu so vsi faktorji manjsi od p, ki je prastevilo, zato k! deli produkt (p—1)---(p—k+1), kar
pomeni, da je (p—1)~-k(7§a—k+1) celo Stevilo. Od tod sledi, da p | (7). O

Pravkar dokazano je seveda razvidno tudi v Pascalovem trikotniku [5} ¢e pogledamo vrstice pri
n=2 3,95, 7.

Lema 11 (Brucove sanje). Naj bosta a, b € Z in p € N prastevilo. Tedaj velja
(a+b)P =da? 4+ mod p.

Dokaz. Po binomskem izreku vemo, da je

(a+ b = kio (i) ak bk,

Lema nam pove, da je (z) =0 mod p za vse 0 < k < p, zato po modulu p v zgornji vsoti ostaneta le
prvi in zadnji Clen, pri indeksih £ = 0 in & = p. Sledi

(a+bP =a? +b” mod p.

Izrek 12 (Mali Farmatov izrek). Naj bo p € N prastevilo in a € Z, potem velja

a? =a mod p.



Dokaz. Najprej omenimo, da se je dovolj omejiti na 0 < a < p, saj ima vsako celo Stevilo ostanek pri
deljenju s p vsebovan v mnozici {0, ...,p — 1}. Izrek dokazimo z matemati¢no indukcijo.

Za a =0 in a = 1, je trditev oéitna. Denimo torej, da je (a — 1)P = a — 1 mod p in pokazimo, da
velja aP = a mod p. Zapisemo lahko

a?=((a—1)+ 1)’ =(a— 1)’ +17 mod p,
kjer drugo kongruenco zagotavlja lema Po indukcijski predpostavki tedaj sledi
(a—1)P4+1P=a—-1+1=a mod p,
kar dokaze zeleno. O

Izrek bomo Se malenkost izboljsali, v ta namen se spomnimo, kdaj je funkcija injektivna in surjektivna.
Funkcija g: S — S je injektivna, kadar za vsaka x, y € S iz g(z) = g(y), sledi = y. Z drugimi besedami
je funkcija g injektivna, kadar za neki y € S obstaja najve¢ en x € S, ki se z g slika v y. Funkcijag: S — S
je surjektivna, kadar za vsak y € S obstaja neki x € S, ki se z g slika vanj. Funkcija g je torej surjektivna
natanko takrat, ko je za vsak y € S resljiva enacba g(x) = y.

Lema 13. Naj bo S koncna mnozZica in g: S — S injektivna preslikava, potem je g surjektivna.
Dokaz te leme ni zahteven, a ga bomo kljub temu izpustili.
Trditev 14. Naj bo p € N prastevilo. Za vsak a € Z, kjer pt a, obstaja neki b € Z, za katerega velja
ab=1 mod p.

Dokaz. Naj bo Z, = {0,1,...,p — 1}, ki predstavlja ostanke po modulu p. Potem naj bo funkcija
f: Z, — Z, podana s predpisom f(z) = ax mod p. Pokazimo, da je f injektivna.
Naj bosta x, y € Z, poljubna in denimo, da velja f(z) = f(y). Potem drzi

axr =ay mod p.

Od tod sledi, da p | a(z — y). Ker vemo, da p ne deli a, sklepamo, da p | x — y. Slednje pomeni z = y
mod p, ker pa x in y lezita v Z,, torej sta Ze ostanka, imamo tudi enakost x = y.

MnoZica Z, je koné¢na, zato lahko uporabimo lemo Po pravkar dokazanem je f injektivna, zato
je tudi surjektivna. Obstaja torej b € Z,, da je f(b) =1 mod p, kar pomeni, da b zados¢a kongruenci

ab=1 mod p.
O
Sledi manjsa izboljsava malega Fermatovega izreka, dokaz katere je uporaba izreka [12|in trditve
Izrek 15. Naj bo p € N prastevilo in a € Z, tako da pta. Tedaj velja
a*'=1 mod p.

Dokaz. Ker p ne deli a, obstaja b € Z, da velja ab = 1 mod p. Ce kongruenco a”? = a mod p z obeh
strani pomnozimo z b, dobimo
a’b=ab mod p.

Torej imamo a?~! = a?~'ab = aPb = ab =1 mod p, kar dokaze Zeleno. O

Zgled. Kaksen je ostanek stevila 1734! pri deljenju s 5? Vemo, da lahko 17 zapiSemo kot 17 = 3 - 5 + 2,
kar pomeni, da ima 17 pri deljenju s 5 ostanek 2, torej je 17 = 2 mod 5. To pomeni, da velja
17341 = 2341 mod 5. Ker 5 ne deli 2, po izbolj$avi malega Fermatovega izreka velja

24 =1 mod 5.
Slednje je preprosto opaziti tudi s kratkim racunom. Dalje sklepamo, da velja
2341 = 9854+l — (9185 .9 =2 mod 5.

To pomeni, da je 1734 =2 mod 5.



Preden lahko odgovorimo na prvotno vprasanje, vpeljimo Se pojem reda nekega elementa po modulu
prestevila p.

Definicija 6. Naj bo prastevilo p € N in a € Z. Poleg tega naj velja p 1 a. Definirajmo red elementa a
po modulu p kot najmanjse naravno stevilo r € N, za katerega velja

a" =1 mod p.

Trditev 16. Imejmo prastevilo p € N, stevilo a € Z in denimo, da drzi pta. Naj bor € N red elementa
a. Ce zam € N velja a™ =1 mod p, potem r | m.

Dokaz. Zaradi osnovnega izreka o deljenju vemo, da obstajata ¢, t € Z, za kateri velja 0 <t < r in
m = qr +t.

S tem lahko preoblikujemo a™ =1 mod p v a?** =1 mod p, kar je enako tudi (a”)?-a’ =1 mod p.
Po nasi definiciji je " = 1 mod p. Dobimo 19-a' =1 mod p. Ker je r najmanjse $tevilo za katerega
a” =1 mod p, mora biti ¢ = 0. Ker pa je ¢ ostanek pri deljenju m s stevilom r, velja r | m. O

4.2 Glavni izrek
Najprej dokazimo pomozno lemo, ki bo koristna pri dokazu glavnega izreka.

Lema 17. Vzemimo prastevilo p € N. Ce je > = —1 mod p, kjer je x € Z, potem je p = 2 ali pa je
p=1 mod 4.

Dokaz. Predpostavimo, da je p > 2 in pokazimo, da je red elementa z po modulu p enak 4.
Ocitno je z* = 1 mod p. Red elementa x ne more biti 1, saj bi moralo drzati z = 1 mod p, kar
pa ne more biti res, saj 12 # —1 mod p. Prav tako red ne more biti 2, saj vemo z?> = —1 # 1 mod p.
S protislovjem pokazimo Se, da tudi 3 ni red elementa x. Predpostavimo, da je 3 red elementa x po
modulu p. Potem velja
z>=1 mod p.

7 upostevanjem predpostavke 22 = —1 mod p, sledi

l=2d=2-22=—-2 mod p.
Toda potem je 22 = (—x)? =1 mod p, kar je v nasprotju s predpostavko, saj 1 Z —1 mod p.

Najmanjse naravno stevilo r € N, za katerega je x” =1 mod p, je tako r = 4, ki je torej red elementa
x po modulu p.

Posebej opomnimo, da velja p | x, saj bi v nasprotnem imeli x = 0 mod p in tako tudi > =0 mod p,
kar nasprotuje predpostavki leme. Zato lahko uporabimo izboljsavo malega Fermatovega izreka ki
nam pove, da je zP~! =1 mod p. Po trditvi tako dobimo, da 4 | p—1. Od tod sledip — 1 =0 mod 4.
Po preureditvi te kongruence pa dobimo p =1 mod 4, kar dokaze naso trditev. O

Kako zdaj vse te izreke povezemo na nase vprasanje, katera naravna stevila je mogoce zapisati kot
vsoto dveh kvadratov? Uporabili bomo osnovni izrek aritmetike, ki pravi, da lahko vsako naravno stevilo
zapisemo kot produkt prastevil. Poleg tega pa bo koristno tudi dejstvo, da lahko z izjemo stevila 2
prastevila razdelimo v dve skupini, in sicer na prastevila, ki so kogruentna 1, in tista, ki so kongruenta
3 po modulu 4. Sedaj smo pripravljeni za glavni izrek.

Izrek 18. Recimo, da jen poljubno naravno stevilo, p1,...,Pk N q1, - - -, ¢m Pa njegovi razlicni prastevilski
faktorji, pri cemer za vse i in j velja

p;=1 mod4 in ¢;=3 mod 4.

Zapisimo
n=2"pi gt gl 3)
za neka naravna Stevila t € Ng, eq,...,ex € Nin fi1,..., fm € N.

Tedaj je stevilo n predstavijivo kot vsota dveh kvadratov, ce in samo ce so vsi eksponenti f; sodi.



Dokaz. (<) V zadetku ¢lanka smo Ze opazili, da lahko Stevilo napiSemo kot vsoto kvadratov dveh Stevil,
kadar lahko to storimo za vsa Stevila v neki njegovi faktorizaciji. To pove trditev [I} Poglejmo, zakaj so
vsi faktorji iz faktorizacije (3) predstavljivi.

Za¢énimo z 2. Ce je eksponent t sod, je oblike ¢t = 2u za neki u € Ny. Potem je 2! kvadrat nekega
stevila in zato tudi predstavljiv, saj velja

92u _ (215)2 + 02.
Ce pa je eksponent ¢t lih, je oblike t = 2u 4 1 za neki u € N, in velja
22u+1 — 2 . (2’11,)2 — (2u)2 + (27,&)27

ki je vsota dveh kvadratov.

Za prastevila p; smo v izreku [§] dokazali, da jih lahko vedno zapiSemo kot vsoto dveh kvadratov,
prastevila ¢; pa se pojavijo s sodimi eksponenti, zato so Ze sami kvadrati in zato predstavljivi. Sledi, da
je n predstavljivo.

(=) Sedaj denimo, da je n mogode zapisati kot vsoto dveh kvadratov

n=a?+y? zaz,yelZ

in pokazimo, da so vsi eksponenti f; sodi.

Naj bo g eno od prastevil ¢; iz prastevilskega razcepa stevila n. Pokazimo, da ¢* | n. Slednje bomo
dokazali tako, da pokaZemo, da ¢ | z in ¢ | y.

Predpostavimo, da ¢ t z. Naj bo z € Z tako, da bo veljalo zz =1 mod ¢. Prastevilo ¢ je delitelj n,
zato je n =0 mod q. Potem velja

0=2*n=222 4222 =14 (2¢)> mod q.
Ce to preuredimo, dobimo (zy)? = —1 mod gq. Lema nam pove, da je ¢ =1 mod 4. Toda, ker smo
predpostavili ¢ = 3 mod 4 pridemo v protislovje. Po enakem postopku lahko dokazemo tudi ¢ | y.
Ker velja ¢ |  in ¢ | y, mora veljati tudi

(- () -5

-]+l ==

q q q

Vidimo, da je stevilo q% mozno zapisati kot vsoto dveh kvadratov, zato lahko ta postopek nadaljujemo
in na vsakem koraku opazimo, da v primeru, ko prastevilo ¢ z ¢ = 3 mod 4 deli n, tudi ¢? deli n. Torej
imajo vsi prafaktorji ¢; v prastevilskem razcepu n sode eksponente, tj. f; so vsi sodi. O

5 Zakljucek

V ¢lanku smo se sprasevali, kaj mora drzati, da lahko neko poljubno naravno stevilo zapisemo kot vsoto
kvadratov dveh celih Stevil. Naprej nam je to uspelo dokazati za poljubno prastevilo, za katerega je bilo
potrebno samo, da ima pri deljenju s 4 ostanek 1, oz. p =1 mod 4. Od tod smo nazadnje izpeljali, da
lahko stevilo zapisemo kot vsoto dveh kvadratov, ¢e in samo ¢e lahko to naredimo za vse prafaktorje,
ki ga sestavljajo in imajo tisti, ki jih ne moremo samih po sebi zapisati kot vsoto dveh kvadratov, sodo
potenco.
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