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Povzetek

V projektu so obravnavana stevilska zaporedja in vrste. Predstavljena sta pojma konvergence in
divergence, racunanje s stevilskimi vrstami ter kljucni izreki, ki povedo, kdaj preureditev vrstnega
reda ¢lenov vpliva na vsoto vrste.

1 Uvod

Pri klasicnem sestevanju stevil lahko uporabimo komutativnost, torej moznost prerazporejanja clenov,
saj velja a +b =0+ a. Zanima nas, ali komutativnost velja tudi za neskonc¢ne vsote. Pred nami je

naloga, s katero bomo poskusili ugotoviti, kaj se dogaja.

Naloga 1. Z upostevanjem rezultata
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Ppoisci vsoto spodnje vrste, ki jo dobimo z zamenjavo vrstnega reda ¢lenov dane vrste na naslednji nacin
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Opazimo, da lahko z zdruZevanjem razli¢nih clenov vrste pridemo do dveh razlicnih rezultatov. V
¢lanku bomo spoznali, zakaj se to zgodi.

2 Stevilska zaporedja

Preden se poglobimo v zanimivosti stevilskih vrst, spoznajmo nekaj osnovnih pojmov in lastnosti stevil-
skih zaporedij, ki so osnova za Stevilske vrste.

Definicija 1. Zaporedje je preslikava iz naravnih $tevil v realna Stevila. Oznacimo ga z (ap)n-

Nekatera pomembna zaporedja so aritmeticna zaporedja in geometrijska zaporedja. Posebej znano
je tudi Fibonaccijevo zaporedje, ki ga definiramo kot

=1 FR=1FR=FR+Fkh=2 ... Fw=F+F.4,...
Oglejmo si nekaj lastnosti, ki jih lahko ima zaporedje.

Definicija 2. Zaporedje je navzgor omejeno, ce obstaja taksen M € R, da velja a, < M za vsak
n € N. Stevilo M imenujemo zgornja meja. Najmanjso zgornjo mejo navzgor omejenega zaporedja
imenujemo supremum.

Podobno definiramo pojme navzdol omejeno zaporedje, spodnja meja in infimum.

Zaporedje je omejeno, ce ima zgornjo in spodnjo mejo.

Zaporedje (ay), vsebuje neskonéno mnogo ¢lenov, zato nas pogosto zanima, kaj se dogaja s ¢leni
zaporedja za velike n.

Definicija 3. Zaporedje (a,), konvergira proti a € R, ce za vsak € > 0 obstaja N € N, da za vsak
n > N, velja |a, —a| < . Stevilo a se imenuje limita zaporedja. Zaporedje, ki ne konvergira proti
nobenemu realnemu stevilu a, divergira.

Limito zaporedja (ap)n 0znacimo z limy, o .

Zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = % ima limito 0. Prav tako ima limito 0 geometrijsko zaporedje s

splosnim ¢lenom b,, = .

Definicija 4. Zaporedje konvergira proti neskoncéno, ce za vsak M € R obstaja nek N € N, da za
vsak n > N wvelja a,, > M.

Zaporedje naravnih Stevil konvergira proti neskoncno.
Med lastnostmi, ki veljajo za konvergentna zaporedja, lahko dokazemo naslednjo trditev.

Trditev 1. Vsako konvergentno zaporedje je omejeno.

Dokaz. Naj bo ¢ = 1 in a limita zaporedja (a,),. Po definiciji konvergence obstaja tak N € N, da
za vse n > N velja, da a, lezi na intervalu (a — 1,a + 1). Potem je zgornja meja zaporedja enaka
max{ai,...,any_1,a+ 1}, spodnja meja pa je min{ay,...an_1,a — 1}. O

Omenimo Se, kdaj je zaporedje narascajoce in kdaj padajoce.

Definicija 5. Zaporedje je marascéajoce, ce velja any+1 > a, za vsak n € N. Zaporedje je strogo
narascajoce, ce velja any1 > ay za vsak n € N.
Podobno definiramo padajoce in strogo padajoce zaporedje.



Zaporedje naravnih Stevil je strogo narasc¢ajoce zaporedje. Konstantno zaporedje je narascéajoce in
padajoce, ni pa niti strogo narascajoce niti strogo padajoce.

Za narascajoca in padajocCa zaporedja velikokrat veljajo podobne lastnosti, zato uvedemo naslednje
poimenovanje.

Definicija 6. Zaporedje je monotono, ce je narascajoce ali padajoce. Zaporedje je strogo monotono,
ce je strogo marascajoce ali strogo padajoce.

Tako kot se v zivljenju sre¢ujemo z resnicami, se v matematiki srecujemo z izreki. Pri dokazovaju
konvergence nam velikokrat pomaga naslednji izrek.

Izrek 1. Monotono zaporedje je konvergentno natanko tedaj, ko je omejeno.

Dokaz. Ce je monotono zaporedje konvergentno, je po trditvi [I| omejeno. Denimo, da je monotono
zaporedje (a,), omejeno. Dovolj je obravnavati primer, ko je (a,), narascajoce zaporedje. Ker je
zaporedje (an), omejeno, ima supremum, ki ga ozna¢imo s S. Izberemo poljuben ¢ > 0. Ker velja
S —e < S, stevilo S — ¢ ni natan¢na zgornja meja. Torej obstaja nek Clen a;, da velja a; > S —e. Ker
je (apn), narascajoce zaporedje, velja ant1 > a, za vsak n € N. Ker je S zgornja meja, so vsi ¢leni
manjsi od S, med drugim tudi ¢leni od a; naprej, ki zato leZijo na intervalu (S — ¢, 5). Po definiciji
zaporedje konvergira proti S, saj za vsak £ > 0 obstaja tak N, da za vse n veéje ali enake N ¢len a,, lezi
na intervalu (S — ¢, S +¢). O

Seveda pa moramo teorijo preizkusiti tudi v praksi, zato si oglejmo primer.

Naloga 2. Ugotovi, ali je zaporedje s splosnim clenom
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monotono. Ali je omejeno?

Na zacetku si oglejmo prvih nekaj clenov zaporedja
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Poskusimo dokazati, da je zaporedje narascajoce. To bo veljalo natanko tedaj, ko velja an+1 > ay za
vsak n € N. Vstavimo predpis za a, in dobimo
1 1 1 1 1 1 1 1

e+ = > e+ =
n+2+n+3+ +2n+2n—|—1+2n+2_n+1+n+2+ +2n’

kar je ekvivalentno
1 1 1

+ > .
2n+1 2n+2  n+1
Neenakost pomnozimo z izrazom (n+ 1)(2n + 2)(2n + 1) in dobimo

m+1D2n+2)+nm+1)2n+1) > 2n+1)(2n + 2).

Zgornji izraz se poenostavi v

2>1,
zato je zaporedje nara$cajoce.
Dokazimo Se, da je zaporedje omejeno. Velja
L + L + + 1 < 1 <1
ap=——+—-+..+—< ——'n
" n41 n+2 2n  n+1 ’

zato je zaporedje navzgor omejeno. Zaporedje je omejeno tudi navzdol, saj so po definiciji vsi cleni
pozitivni. Spodnja meja zaporedja je 0. Po izreku[l vemo, da zaporedje konvergira.



S konvergentnimi zaporedji lahko tudi ra¢unamo. Naj bosta (ay)n, (bn)n konvergentni zaporedji in
naj bo lim, o an, = A ter lim,,_, o b, = B. Potem konvergirajo tudi zaporedja (a, & by)n in (an - by)n.
Limita zaporedja (a, % b,), je A + B, limita zaporedja (a, - b,), pa je enaka A - B. Ce je b, # 0 za
vsak n € Nin B # 0, konvergira tudi (a, /b,)n, limita tega zaporedja pa je enaka A/B.

3 Stevilske vrste

Definicija 7. Naj bo (ay)n zaporedje. Neskoncna vrsta a; + as + ...+ ap + ... se imenuje Stevilska
vrsta zaporedja (ap)n, ki jo oznacimo z

o0

> an

n=1

Clen a,, imenujemo n-ti splosni ¢len vrste.

Ker ne znamo doloéiti vsote neskonéno mnogo stevil, si lahko pri tem pomagamo z zaporedjem delnih
vsot.

Definicija 8. Dana je Stevilska vrsta Zf;l ayn. Definirajmo zaporedje (sp)n kot s1 = a1, $2 = a1 + ag,
s3=a1+ax+as, ..., Sp =a1+az+ ...+ an, ..., ki ga imenujemo zaporedje delnih vsot vrste

Zzozl .
Delne vsote lahko uporabimo pri dolo¢anju, ali vrsta konvergira ali divergira.

Definicija 9. Ce zaporedje delnih vsot stevilske vrste konvergira/divergira, potem recemo, da vrsta
konvergira/divergira. Limiti zaporedja delnih vsot pravimo vsota vrste.

3.1 Geometrijska vrsta

Definicija 10. Geometrijska vrsta je vrsta oblike ZZOZO aq™, kjer sta a,q € R.

a
1—q-

Ce je |q| < 1, vrsta konvergira in ji lahko priredimo vsoto, ki je enaka S =
primeru vrsta divergira. Poglejmo si nekaj primerov geometrijskih vrst.

Cejeq:—%,dobimovrsto 1—%+i—%+%—$+...+(—l)"%ﬂ+..., ki ima vsoto % Ce za q
izberemo 2, dobimo vrsto 1 +2+4+8+16+32+ ...+ n? + ..., ki divergira.

V nasprotnem

DO =

1

Slika 1: Grafiéna predstavitev geometrijske vrste za ¢ = 3.

Slika1prikazujevrsto%—f—%—l—%—l—l—lﬁ—i—é—f—é—&—...—i—;ﬁ+ =1
Slika2prikazujevrsto§+§+2L+é+...+3,, + .. —%



Slika 2: Grafi¢na predstavitev geometrijske vrste za g = %

3.2 Vrste z nenegativnimi cleni
Ker so vsi ¢leni vrste nenegativni, je zaporedje delnih vsot narascajoce. Iz izrekal[I]sledi naslednja trditev.

Trditev 2. Vrsta z nenegativnimi cleni konvergira natanko tedaj, ko je zaporedje mjenih delnih wvsot
navzgor omejeno.

Za lazje ugotavljanje konvergentnosti ali divergentnosti vrste lahko uporabimo primerjalni kriterij.

Izrek 2 (Primerjalni kriterij). Naj bosta > - | a, in > oo, b, vrsti z nenegativimi cleni, za kateri velja
0<a,<b, za vsen € N.

1. Ce Y22 | b, konvergira, potem tudi > oo, a, konvergira.
2. Ce Y7 | a, divergira, potem tudi Y oo, b, divergira.

Dokaz. Definirajmo s, kot n-to delno vsoto vrste fo:l a, in t, kot n-to delno vsoto vrste ZZOZI b,.
Ker sta > 7, a, in Y ., b, vrsti z nenegativnimi ¢leni, sta zaporedji (¢,), in (sy), naraséajoci.

1. Vrsta Zn 1 by, konvergira, zato konvergira tudi zaporedje (¢,)n. Sledi, da je to zaporedje navzgor
omejeno z mejo M € R. Iz pogoja vemo, da je s, < t,, zato ima tudi (s,), zgornjo mejo M.
Sledi, da je (s;,), navzgor omejeno zaporedje, torej je po izreku [1| konvergentno in vrsta > -, a,
konvergira.

2. Ker vrsta >~ a, divergira, divergira tudi zaporedje (s), in je zato navzgor neomejeno. Iz
pogoja sledi, da je s, < t,, zato je tudi (¢,), navzgor neomejeno, torej je po izreku divergentno.
Sledi, da vrsta > 7, b, divergira.

O
3.3 Absolutna in pogojna konvergenca
Definicija 11. Dana je vrsta Y .. ay. Ce je >0 1 lan| konvergentna, pravimo, da je vrsta Y .. | an

absolutno konvergentna.

Primer absolutno konvergentne vrste je vrsta

Za 1—7+1—1+——i+ )
n= 4 8 16 32 on

Definicija 12. Dana je stevilska vrsta > oo a,. Ce je vrsta Y oo
konvergentna, je pogojno konvergentna.

1 an konvergentna, ni pa absolutno



Vrsta
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§ n=le oo — oo (D)
a +3 iTs 6t +(=1) ot

je pogojno konvergentna, saj konvergira proti In 2, vrsta
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n=1
pa je t.i. harmonic¢na vrsta, ki je znana divergentna vrsta.

Izrek 3 (Leibnitzov kriterij za alternirajoce vrste). Naj bo a,, padajoce zaporedje z limito 0. Potem vrsta
S (—=D)"a, konvergira.

n=1

Preverimo, ali je vrsta 1 — % +

-+ 4.+ (=1)" 'L 4+ . konvergentna. Ker je zaporedje
1,11 . padajoce in ima hrnlto 0

1_
5
15930 % , je nasa vrbta konvergentna

4 Preureditve vrst

Definicija 13. Naj bo > 7, a,, Stevilska vrsta in naj bo 7: N — N bijektivna funkcija. Vrsto ar(1y +
Ur(2) + Gr3) + - + An(n) + - - . iMmenujemo preureditev vrste Y " | ay.

Zanima nas, koliko je vsota vrste, ¢e vrstni red njenih ¢lenov med seboj premesamo.

Izrek 4. Naj bo Y .2 | a, absolutno konvergentna vrsta in m: N — N bijektivna preslikava. Potem vrsta
>, ar(n) konvergira in velja

o0

Z aﬁ(n) = Z Qp,.
n=1

Ce je vrsta absolutno konvergentna, s preureditvijo vrstnega reda ¢lenov torej ne vplivamo na vsoto
vrste. To pa ne velja za pogojno konvergentne vrste.

Izrek 5. Najbo > 7 | ay pogojno konvergentna vrsta. Potem za vsak A € R obstaja bijektivna preslikava
m: N — N, da je anl Ur(n) = A. Se wec, obstajata tudi bijektivni preslikavi m,m0: N — N, da je

: m . . m
limy, 00 anl Ay (n) = 00 W1 1My 00 D 0" Gy () = —0O0.

Dokaz. Predpostavimo lahko, da noben od ¢lenov v vrsti ni enak 0. Naj bo (s,,), zaporedje delnih vsot
vste Yo7 | an, torej
Sp =a1+ a2+ a3+ ...+ an,.

Naj bodo p1, p2, ..., Pk, ... zaporedoma vsi ¢leni zaporedja (a,)n, za katere velja a,, > 0, in naj
bodo ¢1, g2, - -, Gm, - .. zaporedoma nasprotne vrednosti vseh ¢lenov zaporedja (ay),, za katere velja
an < 0.

Naj py(n) oznacuje n-to delno vsoto vrste Zf; pi, sestavljeno iz natanko tistih ¢lenov, ki so tudi med
prvimi n ¢leni vrste Y .o a;.
Dk(n) =P1+P2+p3+...+ Dk
Podobno definiramo tudi gy, (y,)-
Opazimo, da velja k + m = n, zato je

n = la1| + |az| + |as| + ... + |an| = Pr(n) + Gm(n)-

Oznacimo > o=, pr 2z (1) in > °_, gm 2z (2). Dokazimo, da obe vrsti divergirata. Lo¢imo dva primera.
Recimo, da (1) in (2) konvergirata. Sledi, da (t,),, konvergira, ker je razlika konvergentnih zaporedij,
kar vodi v protislovje, saj smo predpostavili, da vrsta >~ | a,, ni absolutno konvergentna.



Recimo, da (1) konvergira, (2) pa divergira. Velja

Sn:p1+p2+~-~+pk7q17q27~-~7Qm:pk(n)7‘]m(n)~

Torej je Gm(n) = Pr(n) — Sn- Zaradi konvergence zaporedij (pg(n))n in (Sn)n bi moralo konvergirati
tudi zaporedje (gm(n))n- Pridemo do protislovja, ker smo predpostavili, da (gm(n))n divergira. Ce (1)
divergira in (2) konvergira, se zgodi podobno.

Vrsta Y7 | a,, konvergira, zato zaporedje (a,,), konvergira proti 0. Sledi, da tudi podzaporedji (py)»
n (gn)n konvergirata proti 0.

Naj bo A € R. Poglejmo, kako moramo preoblikovati vrsto, da bo njena vsota enaka A. Ker je vrsta
>0 | pn divergentna, obstaja najmanjse tako Stevilo k1 € N, da je

p1+p2e+p3+...+pp, > A
Podobno obstaja najmanjse tako Stevilo m; € N, da je
PL+petp3t. P =G =G — Gy, < A

Nadaljujemo na isti nacin.
Ker je limita lim;, o0 pr(n) = 0 in limy, o0 @n(n) = 0, ima vrsta po konstrukciji vrednost A.

5 Zakljucek

ODb ponovni obravnavi vrste iz uvoda lahko sedaj reCemo, da je dana vrsta pogojno konvergirala, saj nam
je uspelo s preureditvijo vrste dobiti dve razlicni vsoti. Ugotovili smo, da se pri preureditvi absolutno
konvergentne vrste vsota ohrani, nasprotno pa lahko pogojno konvergentno vrsto preuredimo tako, da
za vsoto dobimo poljubno realno Stevilo ali +oo.
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