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Povzetek

Definirane so sluc¢ajne spremenljivke z zalogo vrednosti v Z, verjetnostne rodovne funkcije in
procesi razvejanja pri katerih tevilo potomcev osebka sledi fiksni porazdelitvi. Za proces razvejanja je
izrac¢unana verjetnost izumrtja kot najmanjsa fiksna tocka verjetnostne rodovne funkcije na intervalu
[0,1].

1 Uvod

Na Marsu ze dolgo sumijo, da priimki izumirajo in da nekaterih verjetno ze prav kmalu ne bo vec.
Ljudstvo je svoje skrbi predstavilo kapitanu na rednem mese¢nem sestanku marsovske populacije. Vodja
je razumel njihovo krizo identitete in je najel najboljse marsovske matematike, da izrac¢unajo verjetnost
izginotja priimkov, saj bo le to lahko pomirilo njemu zveste prebivalce.

Strokovnjaki so se vneto lotili dela in hitro ugotovili, da gre za proces razvejanja, pri katerem se bo za
pot do reSitve treba vrniti na ¢isti zacetek izbranega rodu. Kot vsi vemo, se priimki na Marsu prenasajo
po zenski strani. Ob poroki moz prevzame Zenin priimek, ki je potem dodeljen tudi otrokom. S tem je
zagotovljen obstanek priimka.

Med raziskovanjem so strokovnjaki ugotovili, da sta se ze Zemljana Galton in Watson ukvarjala s po-
dobnimi vprasanji. To je bil revolucionarni premik v njihovi raziskavi, ki jim je dal nov zagon. Definirali
so slucajne spremenljivke, poiskali fiksne tocke rodovnih funkcij in prisli do nerodne ugotovitve.

Na veliko zalost Marsovcev so dokazali, da bo vsak priimek neko¢ zagotovo izumrl, naj bo to danes, jutri
ali ¢ez tiso¢ let. Poglejmo si, kako jim je to uspelo.

2 Slucajne spremenljivke

Slu¢ajna spremenljivka spreminja dano vrednost glede na izid poskusa. Poznamo diskretne, npr. Stevilo
otrok v neki generaciji, in zvezne slucajne spremenljivke, kot temperatura. Formalna matematicna
definicija zahtevo uporabo pojma verjetnostni prostor.

Definicija 1. Verjetnostni prostor je trojica (2, A,P), kjer je Q mnozica, A neka druzina podmnoZic
mnozice  in P funkcija, ki slika iz A v [0,1], tako da



e velja P(Q) =1,
o naj bodo {A,}n>0 paroma disjunktne mnozice iz A, potem je P(U, 5o An) = 32,50 P(4n).

V sploSnem druzina A ne more biti poljubna druzina podmnozic mnozice (2, temve¢ mora zadoScati
pogoju o—algebre. Za potrebe naSega ¢lanka to ni problem, ker za mnozico €2 obi¢ajno vzamemo Z, ki
je Stevna mnozica, in lahko vzamemo A = 2%, torej celotno potenéno mnozico.

Slucajna spremenljivka je definirana kot funkcija X: Q2 — R. V tem c¢lanku se ukvarjamo izklju¢no
s slu¢ajnimi spremenljivkami, ki imajo zalogo vrednosti v Z>¢. Namesto P({w : X(w) = k}) piSemo
P(X = k).

Definicija 2. Naj bo X slucajna spremenljivka, potem je porazdelitev od X funkcija Fx definirana s
Fx(k) =P(X =k).

Da podamo slu¢ajno spremenljivko X, je dovolj, da podamo njeno porazdelitev. To pomeni, da
moramo podati P(X = k) za vsako nenegativno celo Stevilo k.

2.1 Pricakovana vrednost

Pricakovana vrednost predstavlja povprecno vrednost spremenljivke, ko poskus ponovimo velikokrat. Pri
poskusu lahko zelo redko ali nikoli ne dobimo pricakovane vrednosti. Pricakovana vrednost tudi ni nujno
ena izmed vrednosti, ki jih lahko zavzame sluc¢ajna spremenljivka.

Definicija 3. Pricakovana vrednost slucajne spremenljivke X je definirana kot

E(X) =) k-P(X =k).

k>0

Za nase slucajne spremenljivke lahko pricakovana vrednost tudi ne obstaja, torej vsota

> k-P(X =k)

k>0

divergira in gre proti neskonénosti, v teh primerih pisemo E(X) = cc.

Pricakovano vrednost lahko dolo¢imo za diskretne in zvezne porazdelitve, le da pri zveznih vsoto
zamenja integral.

Za nas primer se bomo osredotoc¢ili na tri porazdelitve, to so Bernoullijeva, binomska in geometri¢na
porazdelitev.

2.2 Bernoullijeva porazdelitev

Bernoullijeva porazdelitev opisuje poskus z dvema moznima izidoma. Dogodek se zgodi z verjetnostjo p
in mu priredimo vrednost 1, ali pa se dogodek ne zgodi z verjetnostjo 1 — p in mu priredimo vrednost 0.
To lahko zapisemo kot
PX=1)=1-P(X =0) =p,

kjer je X slucajna spremenljivka, P pa verjetnost. Porazdelitev je zapisana kot

D; k=1,
f(k;p)=q1—p; k=0,
0; k> 2.

Pricakovana vrednost funkcije je
EX)=0-(1-p)+1:-p=p.
Primer 1. Imamo neposten marsovski novec, ki ga mecemo v zrak. Verjetnost, da pade cifra je
P(X =1)=0,6=p.
Verjetnost, da pade grb je torej P(X =0)=1—p=1-0,6=0,4.



2.3 Binomska porezdelitev

Binomska porazdelitev je razsiritev Bernoullijeve porazdelitve. Medtem ko Bernoullijeva porazdelitev
opisuje en sam poskus z dvema moznima izidoma, dogodek se zgodi ali ne, tj. 0 ali 1, binomska poraz-
delitev opisuje verjetnost, da se dogodek zgodi natanko k—krat v n neodvisnih Bernoullijevih poskusih.
Velja torej

P(X = k) = (jj)pk(l —pE,

To lahko vidimo tako, da si izberemo podmnozico velikosti k, katerih je (Z) Potem so Bernoullijeve
spremenljivke v tej mnozici enake 1, kar ima verjetnost p*, ker so neodvisne med sabo, tiste izven pa 0,
kar ima verjetnost (1 —p)"~F.
Vsota n Bernoullijevih poskusov z enako verjetnostjo uspeha p vodi do binomske porazdelitve, zapi-
sane kot
X ~ Bin(n,p).

Primer 2. Ce mecemo isti marsovski novec, kaksna je verjetnost, da bo padla cifra natanko enkrat v
desetih poskusih? Imamo binomsko porazdelitev s parametri

X ~ Bin(n =10, p = 0,6).
Za k=1

P(X = 1) = (110) (0.6)" - (0,4)°

= 0,001572864.

Verjetnost, da bo cifra padla to¢no enkrat v desetih metih, je torej priblizno 0,00157.

2.4 Geometricna porazdelitev

Geometri¢na porazdelitev prav tako izhaja iz Bernoullijeve porazdelitve, vendar meri drugo koli¢ino.
Namesto, da nas zanima, kolikokrat se bo dolocen izid pojavil v dolo¢enem §tevilu poskusov (kot pri
binomski porazdelitvi), nas pri geometri¢ni porazdelitvi zanima, koliko poskusov je potrebnih do prvega
uspeha.

Ce ima vsak poskus verjetnost uspeha p, potem geometriéna porazdelitev meri stevilo neuspehov
pred prvim uspehom, zato obstaja moznost, da spremenljivka zavzame vrednost k = 0, ¢e je prvi met
uspesen. Taksna porazdelitev je zapisana kot

X ~ Geom(p)

in njena porazdelitev je P(X = k) = (1 — p)* - p za k > 0.

3 Verjetnostna rodovna funkcija

Iz slu¢ajne spremenljivke X definiramo potenéno vrsto, ki nam pomaga pri racunanju verjetnosti izumrtja
populacije. Imenujemo jo verjetnostna rodovna funkcija.

Definicija 4. Naj bo X slucajna spremenljivka in s € [—1,1]. Tedaj je verjetnostna rodovna funkcija
definirana kot

Gx(s) =Y _ s"P(X =k).

k>0

Funkcija Gx(s) konvergira, torej ima limito pri vrednostih —1 < s < 1. To lahko izpeljemo za
s € (—1,1) z uporabo dejstva, da 0 < P(X = k) <1 za vsak k in s primerjavo z geometrijsko vrsto. Za
s € {—1,1} pa to velja iz dejstva, da je Gx (1) =), -, P(X =k) = 1.

Za bolje razumevanje zgornje funkcije najprej dokazimo nekaj njenih lastnosti.

1. Prvi in konstantni ¢len dane funkcije je Gx(0) in zanj velja Gx(0) = P(X = 0).



2. Pri s =1 je vrednost funkcije Gx (1) =, P(X = k) = 1.
3. Izracunamo Se prvi odvod verjetnostne rodovne funkcije in njegovo vrednost pri stevilu 1.

Gx(s)=> k-s* ' P(X =k)

k>0

Gyx(1)=> k-P(X =k)

k>0
=E(X)

Poglejmo si verjetnostne rodovne funkcije za nekaj razlicnih porazdelitev slu¢ajnih spremenljivk.
Najprej naj velja X ~ Ber(p). Njena rodovna funkcija je po definiciji

Gx(s5)=P(X=0)+s-P(X =1)
=(1—p)+ sp.

Nato naj velja X ~ Bin(n,p), torej

P(X = k) = (’,j)pku —pE

Verjetnostno rodovno funkcijo lahko zapisemo kot

Gy(s)=) s"(1-p)-p
k>0
=p- Y (s(1-p))"
k>0
_ P
1—s(1-p)

4 Galton-Watsonov proces

V casih vladavine kraljice Viktorije se je med tedanjimi aristokrati Sirila skrb. Skrbelo jih je, da bo njihov
priimek izumrl, s tem pa seveda tudi vsa njihova dedi$¢ina ter vsi spomini na njihove neizmerne dosezke.
S problemom se je leta 1869 zacel ukvarjati Francis Galton. Cez stiri neuspesna leta je vprasanje o
prezivetju priimkov objavil v tedniku Educational Times. Odgovor je dobil od matematika Henryja Wil-
liama Watsona, ki je (na veliko nezadovoljstvo plemistva) z mojstrsko uporabo rodovnih funkcij zadevi

prisel do dna in pokazal, da bodo vsi priimki v takratnih (in tudi danasnjih) okolis¢inah izumrli.

Tako se je zacel razvoj podrocja verjetnosti, ki se ukvarja s procesi razvejanja. S takimi procesi lahko

modeliramo vec kot le propad rodbin — primeri vkljucujejo:
e prezivetje novega mutiranega gena,

e sprozitev jedrskih veriznih reakcij,



Slika 1: Primer procesa razvejanja.

e dinamika izbruhov bolezni, ...

Vse te probleme lahko predstavimo z drevesom, kot je prikazano na zgornji sliki.

Zatnemo z enim osebkom, ki ima neko $tevilo potomcev, vsak izmed teh potomcev pa ima svoje
potomce. To se nadaljuje vse dokler proces ne izumre, ali pa v nedogled. V idealiziranem modelu imajo
vsi posamezniki enako verjetnostno porazdelitev za Stevilo potomcev. Na zgornji sliki je

L ke{o1,2},
P(X:k):{g- k:>{2 }

Racunalniska simulacija procesa je zagnana 100000-krat in vsi procesi izumrejo. Najdaljsi izmed njih
prezivi 900 generacij.

5 Matematic¢no ogrodje procesa razvejanja

Preucujemo proces, kjer je X slucajna spremenljivka, ki nam pove Stevilo potomcev posameznika. Naj
bo Z; spremenljivka, ki opisuje stevilo osebkov v generaciji . Porazdelitev spremenljivke Z;;; lahko
implicitno definiramo s porazdelitvama spremenljivk Z; in X, tako dobimo

Zy
Zt+1 = E Xt,kn
k=1

kjer so X; x zat > 0 in k > 1 spremenljivke Stevila potomcev k-tega posameznika iz generacije Z;. Vse
spremenljivke X ; so med seboj neodvisne in imajo enako porazdelitev kot X.
Naj bo Se
p=E(X)=E(Z),

pricakovana vrednost potomcev posameznika.



Potem imamo

E(Zig1) =Y k| > P(Ziyr =k in Z, = n)

k>0 n>0
=> P(Zi=n)> k-P(Zis1=k|Z =n)
n>0 k>0
=Y P(Zi=n)-> k-P(Xpa+-+ Xen=k)
n>0 k>0
=Y P(Zi=n) E(Xp1 4+ Xpn)
n>0
= Z]P’(Zt =n)-np
n>0
= - E(Z),

kjer enakost (x) sledi iz dejstva, da mora biti vsota potomcev vsakega posameznika iz generacije ¢t enaka
k, enakost () pa iz linearnosti pricakovane vrednosti. V splosnem torej velja

E(Zt) = /J,t.
Ce drzi tudi p < 1, lahko hitro uzremo
lim E(Z;) =0,

t—o0

od koder je verjetnost, da je v generaciji t vsaj en potomec, enaka

torej je v limiti ta verjetnost enaka
lim P(Z; > 0) =0,
t—o00

kar pomeni brezpogojno izumrtje procesa.

To se sklada z intuicijo v primeru, da je X = Ber(p), saj je potem pu = p < 1, torej je verjetnost, da
proces prezivi do generacije t enaka p?, saj mora vsak ¢lan imeti natanko enega potomeca.

6 Verjetnost izumrtja

Naj bo

verjetnost, da bo proces izumrl do generacije t.

Denimo, da je v prvi generaciji to¢no k posameznikov. Potem vsak izmed teh posameznikov tvori
nov neodvisen podproces, ki se obnasa enako kot originalen. Verjetnost, da v generaciji ¢t + 1 ni nikogar,
je enaka verjetnosti, da v generaciji ¢t od vsakega izmed k podprocesov ni nikogar.

Vidimo torej, da velja

Gy =P(Zp1 =0) =Y (P(Z, =0))" - P(Z = k),
k>0

kar je natanko vrednost verjetnostne rodovne funkcije spremenljivke X, ocenjene v ¢,

qt+1 = G(qt)-

Tako dobimo priro¢no rekurzivno zvezo za izracun verjetnosti izumrtja. Oglejmo si sedaj limitno vedenje
te verjetnosti. Ker so ti dogodki vsebovani en v drugem, velja {Zy =0} C {Z; =0} C ---, in zato tudi
go < q1 < g2 < ---. Ce v neki generaciji ni potomcev, potem ne bo nobenega tudi v vseh naslednjih.



Naj bo tako Se
q = P(obstaja t, tako da Z; = 0) = lim P(Z; =0) = lim ¢
t—o0 t—o0

verjetnost, da proces na neki tocki izumre.
Od tod hitro sledi tudi
1= tlggo Gt+1 = tlggoG(qt).

Znano je, da je potencna vrsta s konvergenénim polmerom 1 na odprtem intervalu (—1,1) zvezna in
neskoncnokrat odvedljiva. Zato lahko limito prestavimo v funkcijo in dobimo

=G (tlirgo Qt) =G(q).

Torej je q fiksna tocka funkcije G. Zelimo pokazati, da je ¢ tudi najmanjsa fiksna tocka.
Predpostavimo najprej, da velja P(X = k) = 0 za vse k > 2. Obravnavamo torej Bernoullijevo
porazdelitev Ber(p). Zato je G linearna funkcija, katere edina fiksna tocka je ¢ = 1, za vsak p < 1.
Primer p = 1 nas ne zanima, ker proces ne more izumreti.
Sicer pa obstaja nek ky > 2, tako da velja

Potem lahko izrac¢unamo drugi odvod verjetnostne rodovne funkcije

G'(s)= D _ks" " Plw=k)| =D k(k—1)s"72 Pz =k).

k>0 k>0

Velja torej
G"(s) > ko(ko — 1)s™ 72 P(z = ko) > 0

za vse s > 0, in to nam pove, da je funkcija G konveksna na intervalu (0, 1).

7 Nova fukcija H(s)

Orodje, ki ga bomo v tem poglavju uporabljali za dokazovanje, je Rollov izrek.

Izrek 1 (Rollov izrek). Naj bo f: [a,b] — R zvezna funkcija, ki je odvedljiva na (a,b), in za katero velja
fla) = f(b) = 0. Tedaj obstaja x¢ € (a,b), za katerega velja f'(x¢) = 0.

Uvedemo novo funkcijo s predpisom H(s) = G(s) — s, kar pomeni, da so fiksne tocke funkcije G(s)
natanko nicle funkcije H(s). Velja tudi G” = H”, torej je H konveksna funkcija natanko tedaj, ko je
G konveksna funkcija. Ocenimo, koliko nicel ima funkcija H na intervalu [0,1]. Najprej izratunamo
vrednosti funkcije v mejah intervala.

Zanima nas $e vrednost odvoda funkcije H v izra¢unani nicli. Velja H'(s) = G’(s) — 1, torej H'(1) =
w—1.

Najprej predpostavimo, da je pricakovana vrednost X manjsa ali enaka 1, torej p < 1. Iz konveksnosti
funkcije H sledi, da je njen odvod narascajoc. Ce je H'(1) = p—1 < 0 in odvod narasé¢a, je na intervalu
[0,1) vedno negativen.

Predpostavimo, da na intervalu (0, 1) obstaja Se ena nicla z funkcije H. Na podlagi Rollovega izreka
bi tedaj moralo obstajati Stevilo x1, tako da velja zyp < x1 < 1 in v kateri je vrednost odvoda enaka 0.
To za odvod v nasem primeru ni mozno, saj smo ze prej ugotovili, da je na intervalu [0, 1) negativen.
Tako smo s protislovjem dokazali, da ima funkcija na intervalu le eno niclo, ¢e je u < 1. Ker je ¢ = G(q),
sledi, da je pri u < 1 verjetnost izumrtja enaka ¢ = 1.



Ce je 1 > 1, pa velja
H1)=G(1)-1=p—-1>0,

torej je funkcija H v tocki 1 naras¢éajoca. V kombinaciji s konveksnostjo nam to zagotavlja obstoj natanko
ene nicle funkcije H na intervalu [0, 1], ki ni enaka 1. Vemo namre¢, da je H'(0) = P(x =0) —1 < 0 in
H'(1) > 0, zato iz zveznosti funkcije H' in konveksnosti funkcije H sledi, da ima H’ enoli¢no dolo¢eno
niclo na (0,1).

Obstoj treh nicel funkcije H bi tako preko dvakratne uporabe Rollovega izreka impliciral obstoj dveh
nicel funkcije H' na intervalu (0, 1), kar vodi v protislovje.

Pokazimo, da je verjetnost izumrtja ravno najmanjsa nicla funkcije H. Naj bo sg tista nic¢la funkcije
H, ki ni enaka 1. Opazimo Se

G(qt) = qi+1 > a1,

od koder sledi H(g:) > 0. Torej za vse ¢ drzi, da se nahajajo na intervalu [0, so] U {1}.
Sklepanje lahko ponovno razdelimo na dva primera. V prvem primeru obstaja t = T, za katerega je
gr = 1. To bi pomenilo
P(Zr =0) =1 = E(Zr) =0,

kar je protislovje, saj je E(Zr) = u* > 1.
Torej mora veljati drugi primer, v katerem bo ¢; na intervalu [0, sg], zato bo tudi limita zaporedja g;
na tem intervalu, torej je edina moznost ¢ = sg, s ¢imer je izrek dokazan.

Izrek 2. Naj bo X slucajna spremenljivka z zalogo vrednosti v Z>o. Potem je verjetnost izumrtja procesa
razvejanja z razporeditvijo potomcev X enaka najmanjsi fiksni tocke funkcije Gx(s) na intervalu [0, 1].

8 Dodatna analiza
Pokazemo lahko tudi, da za vsak 0 < y < 1 obstaja porazdelitev X, tako da velja
q= 2Slg(r)lo]P’(Zt =0)=y.

Izberemo si porazdelitev

a; k=0,
a; k=1,
PXC=R) =91 90 ko2
0; k> 2.

Izracunamo verjetnost izumrtja ¢, tako da resimo enacbo G(g) = ¢. Dobimo kvadratno enacbo, katere
najmanjsa nenegativna resitev za a € [0, %] je 7% Vidimo, da ima ta racionalna funkcija vrednost 0 za

a=0in1zaa= % ter je strogo narasc¢ajoCa na tem intervalu. Zato bo zavzela vsako vrednost od 0 do
1.

9 Zakljucek

Zanimala nas je verjetnost izumrtja priimkov. S pomocjo verjetnostnega prostora smo definirali slu¢ajno
spremenljivko in njeno pricakovano vrednost. Za boljSe razumevanje smo si predstavljali Bernoullijevo,
binomsko in geometri¢no porazdelitev slucajne spremenljivke. Nato smo definirali verjetnostno rodovno
funkcijo Gx (s) in raziskali matemati¢no ogrodje procesa razvejanja. Uvedli smo novo funkcijo H(s) in z
njeno pomocjo ugotovili, da je verjetnost izumrtja procesa razvejanja enaka najmanjsi fiksni tocki funkcije
G x(s) na intervalu [0,1]. Ce je u < 1, proces vedno izumre. Ce je p > 1, prezivi za vedno z nenicelno
verjetnostjo, ki jo lahko natan¢no izacunamo. Marsovci in Marsovke zal nimajo srece, saj za ohranitev
priimka potrebujejo rodnost vsaj 2,1, toda to je v tezkih marsovskih razmerah skoraj nemogoce.
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