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Povzetek

V ¢lanku obravnavamo navadno in splono Pellovo ena¢bo ter raziskujemo, koliko resitev imata
in kako lahko iz Ze znanih reSitev tvorimo nove. Dokazali smo Lagrangeov izrek in pokazali, da imata
obe enacbi neskon¢no mnogo resitev, ¢e obstaja vsaj ena netrivialna.

1 Uvod

Pellova enacba je lahko tvoja resiteljica, ¢e te na MaRSu ugrabijo Marsovci in ti za dobrodoslico pod
nos pomolijo t. i. anketo, na kateri te med drugim sprasujejo, koliko je zelenih kroglic v vrecki.

V nadaljevanju ¢lanka se sprasujemo, koliko resitev imata navadna Pellova in splosna Pellova enacba
ter kako pridemo do novih resitev iz Ze izrac¢unanih. Dokazali pa smo tudi Lagrangeov izrek o netrivialnih
reSitvah Pellove enacbe.

Definicija 1. Naj velja, da so z,y,d € N, n € Z\ {0} in d # a®. Enacbi oblike
2 —dy? =1

pravimo navadna Pellova enacba in enachi oblike
2?2 —dy* =n

pravimo splosna Pellova enacba.

2 Osnovna lema

Za pomo¢ pri nadaljnem dokazovanju dokaZimo naslednjo lemo.
Lema 1. Za para resitev (a,b) in (s,t) Pellove enacbe oblike x> —dy? = 1 so naslednje trditve ekvivalentne
e a+sVd<s+ t\/c_l,

e a<sinb<t,



e a<salib<t.
Dokaz. Naj bo s2 — dt? =1 in a® — db® = 1. Po predpostavki velja 2 — yv/d # 0, zato lahko pisemo
(a+bVd)(a—bVd)  (s+t/d)(s —tV/d)
< .
(a —bVd) (s — t\/d)

Ker vemo, da so vsa Stevila pozitivna, lahko z njimi prosto mnozimo in delimo, ne da bi se nam neenacaj
obrnil. Ker velja a2 — db? =1 in 5% — dt? = 1, lahko zapiSemo

1 < 1
(a—bV/d) ~ (s—tVd)’

s—tVd < a—bJ/d.

Sestejemo dva manjSa ¢lena in jih primerjamo z dvema vecjima, vsota manjsih je manjsa od vsote vecjih
Clenov

a+b/d+s—tVd < s+tVd+a—b/d.

Ostane nam 2bv/d < 2tv/d in posledi¢no b < t.
Zdaj vemo tudi, da velja
1+db* <1+ dt?,

torej a? < s2, in posledi¢no tudi a < s. O

3 Lagrangeov Izrek

Izrek 1. Pellova enacba ima neskoncno resitev.

Najprej si oglejmo primer generiranja resitev dolo¢ene enacbe. Z uporabo trikotnih Stevil lahko
dobimo resitve Pellove enache x? — 2y? = 1.

Trikotno $tevilo lahko grafi¢no definiramo kot $tevilo objektov (pik), ki jih lahko razvrstimo v obliko
enakostrani¢nega trikotnika.

Slika 1: Prvih pet trikotnih tevil.

Enostavno je videti, da je formula za Stevilo pik v m-tem koraku enaka

o om(m+1

Ce je trikotno Stevilo enako kvadratu nekega naravnega Stevila n?, lahko ena¢bo preoblikujemo v
Pellovo enacho, ter izra¢unamo njeno reitev iz m in n po naslednjem postopku

1
7m(m2+ )=m2+m=2n2,
1o, 1 2
- —7:2
(m+2) 1 n?,

(2m +1)* — 1 =2(2n)?,
(2m +1)* —2(2n)* =1,



kar je enacba oblike
2 —dy? = 1.

Ker so vsi ti koraki reverzibilni, je iskanje trikotnih kvadratnih Stevil enakovredno reSevanju Pellove
enacbe za d = 2.

Dokaz izreka 1. Sedaj bomo dokazali, da lahko iz dveh Ze znanih resitev najdemo nove. Predpostavimo,
da imamo dve refitvi, (z,y) in (2/,y'), za X2 — dY? = 1. Iz teh lahko najdemo tretjo regitev. Kljué
za to je pretvorba parov (z,%) in (2/,3') v Stevila oblike z 4+ yv/d. Pokazali bomo, da so v primeru, ko
ima enacba X2 — dY? = 1 omenjeni resitvi, koeficienti enacbe (z + y+v/d)(z’ 4+ /+/d) nova resitev zacetne
enacbe. Izracunamo

(@ +yVd)(@' +y'Vd) = (z2' + dyy') + (zy + ya')Vd

in koeficiente vstavimo v zacetno enacbo, da ugotovimo, ali predstavljajo resitev

(CC:E/ +dyy/)2 _ d(:cy’ +y:17’)2 — (I2I/2 —|—2d17:l:lyy/ +d2y2y/2) _ d(x2y/2 —|—2:Cl‘/yy/ —|—y217/2)
— 3242 =+ d2y2y/2 _ dx2y12 _ dy2$/2
— $2(.’L'/2 _ dy/2) _ dy2(x/2 _ dy/2)
— (.1‘2 _ dyZ)(xIQ _ dy/2)
=1

Da bi nadli e ve¢ refitev, bomo pokazali, da v primeru, ko ima X? — dY? = 1 refitev (z,y), so
koeficienti enacbe (z + y+/d)* prav tako regitve za vse k € Z.

Vemo 7e, da so koeficienti reSitve za vse k > 0, zaradi prejSnjega dokaza, preprosto z uporabo
(«/,y') = (z,y). Ce je k < 0, lahko defniramo k = —K in dobimo (z + yvVd)X = 2x + yrV/d, kjer sta
T,y € Z. Vemo, da je rezultat te oblike, ker je  + y\/d zaprt za mnozenje, kar pomeni, da bosta
kateri koli dve §tevili te oblike, pomnoZzeni med seboj, vrnili §tevilo te oblike. Posledi¢no velja, da je
23 — dy? = 1. Torej tudi

x _Kzil
(z +yVd) EESWIT

1
TK -HH(\/E
_ TK _yK\/g
 (zx + yrVd)(x Kk — yxVd)
_TK — Z—,IK\/g
Tk —dyk
=TK — yK\/&.

To pomeni, da je (xx,—yx) resitev za vse z,y € Nin K € Z. O

4 Splosna Pellova enacba

V prejinjem poglavju smo obravnavali navadno Pellovo ena¢bo 22 — dy? = 1, zdaj pa bi si zeleli izvedeti
Se kaj o resitvah splosne Pellove enacbe
z? — dy* =n,

kjer sta d € Nin n € Z\ {0} ter d ni popolni kvadrat.

Izrek 2. Naj bo v = a + b\V/d, kjer je par (a,b) resitev navadne Pellove enacbe. Za vsak n € 7\ {0}
so celostevilske resitve enacbe x> — dy?> = n pari (x,y), dobljeni iz izracuna (x1 + y1Vd) - u*, kjer velja

22 — dy? = n. Potem veljata oceni
VIl (Vi + ;)
2

|zq] <

i



ly1] < \/W(;/\/Z‘F ﬁ),

oziroma, ce je n > 0 lahko oceno izboljSamo na

w7

Izrek nam pove, da lahko z eno resitvijo enatbe 22 — dy? = n, z izratunom izraza (z1 + y1 \/E) uk,
za k € Z \ {0} dobimo nove resitve. Torej ima splosna Pellova enacba za dolo¢ene n neskonéno mnogo
refitev, Ce obstaja netrivialna reSitev.

Dokaz. Definirajmo pomozno funkcijo L: Z2 \ {(0,0)} — R? s predpisom
L(z,y) = (log |z + yVd],log |z — yV/d]).

Naj bosta « in 3 realni §tevili oblike ¢; + viVd in ts + vgx/a, za t1,ta, 01,02 € Z in k € 7Z. Potem za
funkcijo L velja

L(ap) = L(a) + L(B),
L(a*) = k- L(a).

Vemo, da je (a + bvVd)(a — bVd) = a®> — db?> =1 in

a? — db> 1 1
a—bVd| = = ==->0.
| | a+b/d a+bV/d u

Sledi
L(u) = (log(u),log (i)) = (log(u), —log(u)) = log(u)(1, —1).

Sestavimo bazo prostora R? iz vektorjev L(u) in (1, 1), kar lahko storimo, ker sta vektorja L(u) in (1,1)
linearno neodvisna. Torej lahko vektor L(z + y\/(?) zapiSemo kot njuno linearno kombinacijo

L(z 4+ yVd) = ¢1(1,1) 4 coL(u)
= (c1,¢1) + (c2log(u), —co log(u))
= (1 + ¢calog(u), 1 — colog(w)),

kjer sta c; in ¢ realni stevili. Dobljeni vektor enacimo z vektorjem (log |z 4 yv/d|,log |z — yV/d|) in
dobimo naslednja rezultata

1 + ¢z log(u) = log |z + yVd|,
¢y = log |z + yVd| — ¢ log(u)
in
1 — ez log(u) = log | — yVd|,

¢y —log |z — y\/&|
B log(u) '

C2

Resimo sistem enacb in dobimo

¢ —loglz —yvd|
log(u) a

_log|z + yvd| +1log |z —yvd|

- 5 -

_ logla® —dy?| _ log|n|

B 2 2

¢1 = log |z + yvd| — log(u)




Sledi, da je L(x + yvVd) = 1°g2¢(1,1) + coL(u). Naj bo k tako celo stevilo, da izraz |co — k| doseze
minimalno vrednost in naj bo 6 = ¢o — k. Vemo, da velja |0] < % Zdaj lahko zapisemo

L(z + yVd) = 1°g|”‘( 1)+ (k + 0)L(u)

_ 10%'”‘ (1,1) + kL(u) + 5L(u)
= 1810 1) 4 L) 4 L),
Sledi tudi

L((z 4+ yVd)u™) = L(z + yVd) + L(u™")

1°g2‘”|(1 1) + L(u¥) + L) = L(u*)
- lo*‘2"”"(1 1) + L(u®)

= (loB 1 T8I | 5(t0gu). tog( 1)

(logQ‘”| + 5log(u), B s1og(u)).

Vemo, da ima izraz (z + yv/d)u=* obliko e + fv/d. Oznacimo (z + yvd)u™* = 2’/ + y/V/d, kjer sta
2.y’ € Z. Tedaj lahko zapiSemo

L(z' +y'Vd) = L((x + yVd)u™),
(log |2’ + v/ Vd|,log |z’ — y/'Vd|) = (lOg| ‘+51 g(u), logT‘n'—dlog(u)).

Naj bo s := max(|z' + y'V/d|, |2’ — y'\/d|), potem je ‘Sil = min(|z’ +y'Vd|, |z’ —y'V/d]). Sledi, da je

O R A Y W Y B B
2 - 2 2

Velja, da je lahko ‘—ZI najvet v/|n|, s pa najmanj toliko. Vemo tudi, da velja
s<+/|n|-u

Zato lahko zapiSemo

1
] < oo+ ) < LVl u '”‘
2 2 Vn u 2

Na podoben nagin lahko zapisemo tudi
| = |2’ +y'Vd — 2’ +y'Vd|
2Vd
' yVd 4] - @ -y V)
< 2/d
s+ @
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5 Zakljucek

Z uporabo Dirichletovega nacela smo ugotovili, da ima navadna Pellova ena¢ba vedno netrivialno regitev.
Iz dejstva, da lahko nove resitve enacbe dobimo z mnozenjem starih, smo ugotovili, da ima enacba
neskon¢no mnogo refitev. Za splo$no in navadno Pellovo enacbo torej velja, da lahko dobimo neskonéno
refitev, ¢e imamo vsaj eno netrivialno resitev.
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