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Povzetek

V projektu je obravnavana numeri¢na integracija. Predstavljena je polinomska interpolacija, nato pa
je uporabljena pri ocenjevanju vrednosti dolo¢enega integrala, in s tem je poiskana vrednost stevila
.

1 Uvod

V tem projektu se ukvarjamo z numeri¢no integracijo. Zanimalo nas je, kako bi lahko aproksimirali
stevilo . Po pregledu razli¢nih metod smo ugotovili, da bi lahko za dosego tega cilja uporabili metodo
numeric¢ne integracije. Te metode so izjemno uporabne, saj natancéna integracija funkcije f ni vedno
mozna, oziroma je zelo tezka. V teh primerih lahko uporabimo numeri¢no integracijo, da aproksimirano
vrednost poljubnega doloc¢enega integrala z integrali interpolacijskih polinomov.

Doloceni integral se v matematiki uporablja za izrac¢un plos¢ine med grafom funkcije f in z-osjo na

intervalu [a, b]. ZapiSemo ga v obliki / f(x)dz, kjer je f(x) funkcija, a in b pa meji intervala, na katerem

a
funkcijo integriramo. Za izrac¢un dolocenega integrala funkcije f(x) lahko uporabimo Newton-Leibnizovo
formulo. Spodaj je prikazan primer doloCenega integrala in izra¢una njegove vrednosti
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Slika 1: Graf dolocenega integrala zgoraj izrac¢unane funkcije.

2 Polinomska interpolacija

Pri numeri¢éni integraciji zelimo poiskati polinom p, ki se prilega originalni funkciji f. To storimo, ker
se da polinome enostavno integrirati z uporabo Newton-Leibnizove formule. Zato lahko kot priblizek
integrala funkcije f(x) uporabimo integral polinoma p(z). Polinom skonstruiramo tako, da izberemo
tocke (z1,41), (z2,92), .., (Tn, Yn), skozi katere bo polinom potekal. Kako podoben bo polinom originalni
funkciji je odvisno od stevila tock, ki jih izberemo. Uporabili bi lahko katerega koli izmed polinomov, ki
potekajo skozi vse izbrane tocke, toda racunanje bo najlazje s tistim najnizje stopnje.

Za dokaz o obstoju in enoli¢nosti polinoma p z zgornjimi lastnostmi moramo dokazati pomembno
lemo o polinomih.

Lema 1. Polinoma se v neki tocki xo ujemata, ce velja p1(xo) = p2(xo). Z deg(p(x)) oznacimo stopnjo
polinoma, torej najvisjo potenco spremenljivke, ki nastopa v polinomu. Stopnja konstantnih polinomov je
0. Stopnja nicelnega polinoma ni definirana, za potrebe racunanja pa jo lahko dolo¢imo kot —co. Ce se
polinoma p(x) in q(x) ujemata v veé kot max(deg(p(z)), deg(q(x))) tockah, sta enaka.

Dokaz. Definiramo polinom h(z) = p(x) — g(z). Opazimo, da se polinoma p in ¢ ujemata v tocki z¢ na-
tanko tedaj, ko je xy nicla polinoma h. Prav tako je o¢itno, da je deg(h(x)) < max(deg(p(z)), deg(q(x)))
ter ozna¢imo deg(h(xz)) = M. Iz predpostavke vemo, da ima h(x) ve¢ kot M nicel, saj se p(x) in g(x)
ujemata v ve¢ kot M tockah.

Po osnovnem izreku algebre ima nenicelni polinom h(z) toliko kompleksnih nicel, kot je njegova
stopnja, torej je h nicelni polinom, iz cesar sledi, da sta p in ¢ enaka.

Dokazali smo, da v primeru, ko se polinoma p(z) in ¢(z) ujemata v ve¢ kot max(deg(p(z)), deg(q(z)))
tockah, velja p(z) = q(x). O

V nadaljevanju bomo dokazali obstoj in enoli¢nost polinoma p(z), ki poteka skozi izbrane tocke
(z1,11), (T2,92), - .., (Tn,yn) in je med vsemi takimi polinomi minimalne stopnje. Te tocke so poljubno
izbrana vozlis¢a, torej tocke, ki lezijo na grafu f(x) in skozi katere poteka tudi polinom p.

Izrek 1. Zan € N in paroma razlicne tocke x1,xs, . .., x, ter poljubne y1,ys, ..., Yn, kjer velja x;,y; € R,
obstaja natanko en polinom p(x) s stopnjo, ki je manjsa ali enaka n — 1, tako da je p(z;) = y;.

Dokaz. Izrek dokazemo po dveh korakih, saj moramo najprej dokazati enoli¢nost polinoma, nato pa Se
njegov obstoj.

Ce je polinom enolicen pomeni, da obstaja samo en polinom s takimi lastnostmi. Najprej dokazemo
enoli¢nost polinoma p(z). Recimo, da obstajata dva taksna polinoma p(z) in g(x), definiramo polinom
h(z) = p(x) — q(x). Iz predpostavke vemo, da za vsak i velja p(z;) = y; in ¢(z;) = y;- To pomeni, da je
h(z;) = p(z;) — q(z;) = 0, zato so 1,2, ..., T, nicle h(z), torej ima h(z) natanko n nicel. Vemo, da je
deg(p(z)) < n —1 in deg(q(z)) < n — 1, kar pomeni da je deg(h(z)) < n — 1. Nicelni polinom in h(zx)
se ujemata v vsaj n tockah, saj ima h(x) natanko n nic¢el. Vendar je n > max(deg(0),deg(h(z))), zato
velja h(x) = 0. To pomeni, da je p(z) = g(z), kar pomeni, da smo dokazali enoli¢nost polinoma p(z).

Nato dokazemo tudi obstoj polinoma p(z). To storimo s pomocjo Langrangeevih baznih polinomov,



ki jih definiramo za ¢ = 1,2,...,n in zapiSemo v obliki I, ;(z)

lp.i(z) = (x—x1) (x—a2) - (x—mi1) - (& —zig1) - (T — p)
n,i (i —x1) (i —x2) (g —wi—1) - (g —@ip1) - (T — )
:Hi_ijj.
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Zapisimo tri opazke o Lagrangeovem polinomu.

1. Velja, da so I, ;(z) polinomi, saj je imenovalec konstanta. To velja, saj je x; razlien od vseh
L1, T2y eyLi—1yLj4150-+3 T

2. Velja I, ;(x;) = 1, saj sta Stevec in imenovalec enaka.

3. Za j # i velja I, ;(z;) = 0, ker se ; ujema z natanko enim od z1,2,...,2,. To pomeni, da je
Stevec in posledi¢no celoten polinom enak 0.

Zdaj lahko polinom p(z) definiramo s pomoc¢jo Lagrangeevih baznih polinomov in dobimo naslednji izraz

p(gj) =Y ln,l(x) +...+ Yn - ln,n(x) =

I

Yi - ln,i (JL‘)

=1

Potrebno je Se potrditi, da p(z) ustreza izreku, torej mora zadoscati trem kriterijem.
e Funkcija p(z) je polinom, saj so I, ;(x) tudi polinomi.

e Velja, da je deg(p(z)) < n—1, ker je deg(l,,(x)) = n—1. To drzi, saj ima I, 1 (z) stopnjo natanko
n — 1, saj ¢lena x — x; ni.

e Nazadnje velja tudi p(x;) = y;. To lahko ugotovimo, ker

p(wi) =y - lna(xs) + oo+ Yn (i) =y - 140 =y,

Tako smo dokazali obstoj in enoli¢nost polinoma p(x) s stopnjo n — 1, tako da je p(x;) = y;. O

3 Numeric¢na integracija

V tem poglavju pokazemo dva pomembna izreka za numeri¢no integracijo. Z pomocjo Lagrangeevega
izreka dokazemo enacbo za izrac¢un napake pri numeri¢nem integriranju.

Izrek 2 (Lagrangeev izrek). Naj bo f: [a,b] = R, ki je zvezna na intervalu [a,b] in odvedljiva na (a,b).
Tedaj obstaja taksno Stevilo ¢ € (a,b), tako da velja

fla) = f(b)

=IO~ po),

Ko dobimo polinom p, s katerim lahko aproksimiramo funkcijo f, lahko izra¢unamo tudi napako med
njima.
Izrek 3. Naj bo funkcija f € C™ ([a,b]). To pomeni, da ima funkcija f vsaj n zveznih odvodov. Naj
bodo 1,2, ..., x, paroma razlicne tocke na intervalu [a,b] in naj bo polinom w(x) definiran s predpisom
w(z) = (x —z1)(z — x2)...(r — xp). Tedaj obstaja ¢ € [min(z1,x2,...,Tn, x),maz(x1,Ta, ..., Tn,T)],

tako da velja .
f(z) —plx) = fT('Ow(x)

S f(x) oznadimo funkcijo, ki jo Zelimo aproksimirati, s p(x) pa Lagrangeev polinom, ki poteka skozi tocke
L1y L2543y Ly



Dokaz. Dokaz lo¢imo na dva primera, in sicer, ko x sovpada z eno od tock (z1, 22, ...,Z,), in na primer,
ko ne.

1. Naj velja x € {x1,22,...,2,}.
V tem primeru enacba velja, saj imata obe strani vrednost 0. Polinom p je interpoliran tako, da se
v vrednostih x1, 3, ..., x, ujema s f(z,). Tako velja f(x,) = p(x,), oziroma f(z,) — p(x,) = 0.

Po definiciji velja tudi w(z) = 0, torej sta leva in desna stran enaki.

2. Naj velja z ¢ {x1,22,...,2,}.
Definirajmo funkcijo g(y) = f(y) —p(y) — c-w(y), tako da je ¢ taksna konstanta, da velja g(x) = 0.
Konstanta ¢ vedno obstaja, saj so f(z),p(z) in w(z) numeriéne vrednosti za nek specificen z, in
po definiciji w(z) # 0, torej bo tudi ¢ le neka stevilka. Velja

g€ C" ([a,b]).
Poglejmo si obnasanje funkcije v x;. Tocke x1,xs,...,x,,x so nic¢le funkcije g. Saj so v tockah
Z1,%a,...,x, funckije f, p in w enake 0, zato je 0 tudi g, v tocki = pa g(z) = 0 sledi iz izbire

konstante c.

Po Lagrangeveem izreku na vsakem intervalu [u,v], kjer sta w in v zaporedni tocki iz mnozice
{z1,29,..., Ty, x}, obstaja nek ¢, tako da velja ¢’(c) = 0. Funkcija g ima vsaj n+1 nicel na intervalu
[min(z1,...,zs,2), max(xy,..., Ty, z)]. Enak korak lahko naredimo na ¢g”(z), ki je (n — 2)-krat
odvedljiv. Dobimo, da ima na enakem intervalu ¢’ (z) vsaj n — 1 nicel. Posploseno torej velja za
g®) e "%, da ima g®) vsaj n — k + 1 nicel.

Ko je k = n ima ¢™ vsaj n — n + 1 nicel, torej 1 ni¢lo. To pomeni, da bo na intervalu [w, V]

obstajala vsaj ena vrednost (., za katero bo veljalo g(")(@) = 0. Torej je

9" (&) = F™ (&) + P () — e w™(¢) = 0.

Polinom p(x) je stopnje n — 1, zato je njegov n-ti odvod enak 0. Polinom w(z) je stopnje n in ¢len
pred ™ ima koeficient 1, zato velja, da je njegov n-ti odvod enak konstantnemu polinomu n!. Sledi
f (&) —¢-n! =0, torej

_ ()
c= .
n!
Ko vstavimo ¢ nazaj v prvotno enacbo, dobimo iskan rezultat. Za vsak z € [a,b], torej obstaja
Cr € [min(zq, 29, ..., T, x),max(zy, T2, ..., Ty, x)], tako da velja
™ (G
£o) o) = T )
Oba primera smo dokazali in tako zakljucili dokaz izreka. O

4 Numeri¢no integriranje

Na zalost vecine funkcij ne moremo integrirati po standardnih metodah, kot so substitucija, per partes

ali s standardno tabelo integralov. Numeri¢no integriranje je zato uporabno, da lahko izracunamo dovolj
b

dober priblizek za integral te funkcije. Zelimo izracunati f(z)dz. Izberimo tocke x1,x2,...,x, na

intervalu [a,b] in naj bo p interpolacijski polinom skozi tocke (1, f(x1)), (2, f(x2)), ..., (Tn, f(zn)).
Vemo, da za vsak x € [a,b] velja

(n)
fa) - pla) = 728a) (.

n!



Polynomial Interpolation
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Slika 2: Primer interpolacije.

4.1 Terminologija

Definicija 1. Tocke x1,x2, ..., %y, kjer se funkcija f in Lagrangeev polinom p ujemata, poimenujemo
b

vozli. Integral i-tega Lagrangeevega polinoma z oznako o; = / ln.i(x) dz poimenujemo utezi. Napako
a

b r(n)
oznacimo z R(f) in jo izracunamo s formulo / fT('Cx) ‘w(x) dz, kar je enako integralu funkcije f —p.

b

Priblizek intervala pa oznacimo z I(f), kar predstavlja integral interpoliranega polinoma / p(z) dx.
a

Interpolirani polinom izra¢unamo tako, da seStejemo zmnozke utezi in funkcijske vrednosti v vozlih
vseh vozlov. Torej

p(r) = Z f@i) - Ini(2)-

Integral funkcije f(z) lahko na drugacen naé¢in zapisemo kot vsoto priblizka I(f) in napako tega priblizka

R(f)
b b n b ¢(n)

[ @ =1+ R = [ f) e [ L
a [C— a :

Integral priblizka lahko izra¢unamo, saj je to le integral polinoma. Integral napake pa izrac¢unamo
tezje. Sledeca izreka sta lahko uporabna pri integriranju funkcije napake.

Izrek 4 (Izrek o povprecni vrednosti). Naj bo g: [a,b] — R zvezna in f integrabilna funkcija, ki na [a, b]
ne spremeni predznaka. Tedaj obstaja tak ¢ € [a,b], da velja

/ " Fle) - gla)dz = g(c)- / ' fla) d.

Izrek 5 (Trikotniska neenakost za integrale). Naj bo f integrabilna funkcija, za katero je tudi |f(x)]
integrabilna funkcija. Tedaj velja
b
[ s
a

4.2 Sestavljena integracijska pravila

< [ ar

Interval, na katerem integriramo, lahko razdelimo na k£ podintervalov. Integriramo lahko priblizek za
vsak podinterval in vseh k priblizkov na koncu seStejemo. To se splaca, saj lahko uporabimo enako



Stevilo vozlov, obratujemo pa s polinomi nizjih stopenj. Na vsakem intervalu tako obratujemo z % vozli,
torej bo tudi vsak izmed konstruiranih polinomov imel stopnjo 7 — 1.

5 Aproksimacija stevila 7

Aproksimacije Stevila 7 smo se lotili preko aproksimacije dolo¢enega integrala, ¢igar vrednost je w. Izbrali

1
smo si integral / 152 dx, katerega vrednost je 7. To smo dobili z naslednjim izracunom
0 X

1
/0 arctan <1 jﬁ) dx = [arctan(x)]é = [arctan(1) — arctan(0)] = %

Integral smo rac¢unali na intervalu [0, 1], ta interval pa smo razdelili e na $tiri enako dolge intervale
[0,4],[3. 3], [3. 3], [3,1]. Na vsakem intervalu smo doloéili n = 5 vozlov. Za vseh 4 -5 — 4 = 16 vozlov
Za tem smo sestavili vseh 20 razliénih

1
1422
Lagrangeevih polinomov 4. stopnje in izra¢unali njihove doloc¢ene integrale. Vrednosti integralov smo
zmnozili z njihovimi pripadajo¢imi funkcijskimi vrednostmi in vseh 20 vrednosti sesteli. Konéni sestevek
predstavlja naso aproksimacijo izbranega integrala, ¢igar dejanska vrednost je 7. Dobljeno vrednost smo
zmnozili s 4 in dobili naso aproksimacijo Stevila 7.

smo izracunali njihove funkcijske vrednosti f(xz) =

Slika 3: Nekateri izmed na$ih vmesnih korakov.

6881920055497445

]').obili SmMo aprolfsimacijo 17 ul‘omkom 3762332737299641 " Prva spodnja vrednost je nasa aproksi-
macija, druga pa dejanska vrednosti 7
3.14159266114,
3.14159265358.

Ujemata se torej za 7 decimalk za decimalno vejico.
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