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Povzetek

Pri nasem projektu smo spoznali metri¢ne prostore, v njih definirali zaporedja
in si pogledali funkcijo skréitve. Za njo smo dokazali Banachovo skréitveno nacelo
in ga uporabili na primeru Sirjenja govoric med marsovci.

1 Uvod

Svoj projekt smo zaceli z zgodbico naravnost iz marsovske vasice. V njej prebiva n
marsovcev, med katere se je nekega dne razsirila vro¢a govorica. Ce bi vsi skupaj staknili
glave bi ugotovili, da pravzaprav vsi skupaj poznajo celotno zgodbo, ¢eprav celote sam ne
ve nihc¢e. Zaradi same narave dogodka, pa se to seveda ni zgodilo in marsovci so raje ¢ez
dan opravljali, kot jim je to pac¢ v navado, zvecer pa razmislili o vseh novih informacijah,
ki so jih dobili.

Seveda ni prvi¢, da se je med te marsovce razsirila taka novica, zato so v opravljanju dosti
bolj uteCeni kot navadni zemljani, in to delajo previdno. Vsak marsovec ima namrec
nacrt, od koga vse bo pridobil nove informacije ¢ez dan, hkrati pa znajo tudi oceniti,
koliko svojih informacij ¢ez dan pozabijo. Da pa ne izpadejo kot najvecje ¢ence, si upajo
na dan izvedeti le dolocen delcek informacij od vsakega marsovca, zato pazijo, da se delezi
vseh novopridobljenih informacij sestejejo v manj kot 1.



Za primer si poglejmo marsovca Maksa, ki Ze vrsto let uporablja svojo formulo. Maks
bo ¢ez dan obiskal svoje 3 najboljse prijatelje: Maja, Marka in Mateja. Med pogovorom
z njimi bo izvedel 20 % informacij, ki jih je zjutraj vedel Maj, 10 % informacij, ki jih je
zjutraj vedel Mark in 5 % informacij, ki jih je zjutraj vedel Matej. Poleg tega bo ¢ez dan
nekaj svojega znanja pozabil in bo tako vedel 60 % tistih informacij, ki jih je sam vedel
zjutraj. Vsi ti delezi se skupaj sestejejo v 95 % oziroma 0,95, kar je manj kot 1, torej je
Maksova formula ustrezna. Neko tako verzijo svoje formule ima prav vsak marsovec iz te
vasi in jo uporabi cisto vsak dan.

Nas pa zanima, kako ucinkovit je ta sistem obrekovanja. Ali zaradi celotnega sisetma
novica neprestano krozi ali se skupno znanje kdaj ustali? KaksSen vpliv (¢e sploh) ima
razporeditev zaCetnega znanja med posamezne marsovce? Za odgovor na ta vprasanja pa
smo se najprej morali poglobiti v teorijo metri¢nih prostorov in celoten problem prevesti
v jezik matematike.

2 Metricni prostor

Definicija 1. Naj bo M neprazna mnoZica na kateri definiramo funkcijo d : M x M — R.
Tej funkciji pravimo metrika ali razdalja in za njo velja,

e d(z,y) >0 ind(r,y) =0 <= x =1y za vsaka x,y € M (pozitivna definitnost),
o d(z,y) =d(y,z) za vsaka x,y € M (simetricnost),
o d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) za vsake x,y,z € M (trikotniska neenakost).

Par (M,d) imenujemo metriéni prostor.

Poglejmo si nekaj primerov najbolj znanih metrik.

o Evklidska metrika je definirana v R™ ter je obicajna razdalja izracunana s po-
mocjo Pitagorovega izreka.

« Manhattanska razdalja ali taksi razdalja je vsota absolutnih razlik v koordina-
tah, definirana je v R".

di(z,y) =Y |z — yil
=1

o Maksimetrika za razdaljo vzame najvecjo absolutno razliko kompotent dveh vek-
torjev definiranih v R”.

doo(,y) = max{|z; —y;[;i = 1,...,n}

e Diskretna metrika
L, z#y
0, z=y



3 Zaporedja v Metric¢nih prostorih
Definicija 2. Zaporedje v metriécnem prostu (M,d) je preslikava a : N — M.
Celotno zaporedje oznacimo z {a,}, n-ti clen zaporedja pa je oznacen z a(n) ali a,,.

Definicija 3. Tocka s € M je stekalisée zaporedja {a,}, ce vsaka njena okolica vsebuje
neskocno clenov zaporedja oz. ce za vsak € > 0 obstaja neskoncno indeksov v € N, tako
da velja d(a;, s) < €.

Definicija 4. Zaporedje a,, konvergira proti a € M, ce za vsak € > 0 obstaja N € N,
tako da za vsak n > N wvelja d(a,,a) < €. Tocko a imenujemo limita zaporedja {a,}
in oznacimo lim, o a, = a. V tem primeru je a edino stekalisce zaporedja {ay,}.

Definicija 5 (Cauhchyjev pogoj). Zaporedje {a,} je Cauchyjevo, ce so razlike med
dovolj poznimi cleni poljubno majhne oz. ce za vsak € > 0 obstaja N € N, tako da za
vsaka n,m > N wvelja d(a,, a,,) < €.

Izrek 1. Ce je zaporedje {a,} konvergentno, potem je Cauchyjevo.
Dokaz. Izberemo poljuben € > 0. Ker je zaporedje konvergentno, obstaja N € N, da je
vsak ¢len, z indeksom i > N za manj kot € oddaljen od a := lim,, s @y.

Sedaj izberemo poljubna indeksa m,n > N. Iz pogoja za konvergentnost sledi
d(ay,a) <e in d(ay,,a) <e.
Ker nas zanima razdalja med a,, in a,, si pomagamo s trikotnisko neenakostjo in dobimo
d(an, am) < d(an,a) + d(am,a) < 2¢.
O

Obratno ni nujno res, saj lahko v metricnem prostoru (M, ds), kjer je M = (0, +00), izbe-
remo zaporedje {a,}, ki je podano s funkcijo a, = % To zaporedje je oc¢itno Cauchyjevo,
edini kandidat za limito tega zaporedja pa je stevilo 0. Ker stevilo 0 ni v nasi mnozici
M, to zaporedje v nasem metri¢cnem prostoru ne konvergira.

Izrek 2. Cauchyjevo zaporedje ima kvecjemu 1 stekalisce.

Dokaz. Izrek bomo dokazali s protislovjem.

Predpostavimo, da sta a in b stekalis¢i Cauchyjevega zaporedja {a,} in a # b. Ker a # b

velja d(a, b) > 0, torej lahko izberemo ¢ < @.

Ker je zaporedje Cauchyjevo, velja, da za ta € obstaja N € N, da za vsaka n,m > N
velja d(an, an) < €.

Ker je a stekalis¢e, v njegovi € okolici lahko najdemo neskonéno ¢lenov, zato obstaja
i > N, da velja d(a;,a) < . Posledi¢no velja tudi, da za vsak j > i sledi d(a;, a;) < e.

S pomocjo trikotniske neenakosti lahko hitro porac¢unamo, da zaradi nase izbire ¢ velja
d(a;, b) > 2¢, torej za vsak j > i velja d(a;,b) > €.



V ¢ okolici tocke b je zato lahko najve¢ ¢ — 1 ¢lenov zaporedja, torej b ne more biti
stekalisce zaporedja {a,,}. O

4 Polni metri¢ni prostori in skrcitve

Definicija 6. Metricni prostor (M,d) je poln, ce je vsako Cauchyjevo zaporedje v pro-
storu (M, d) tudi konvergentno.

Definicija 7. Funkcija f : M — M, je skrcitev, ce obstaja q < 1, da za vsaka x,y € M
velja

Izrek 3 (Banachovo skréitveno nacelo). Naj bo (M, d) poln metricni prostor in f skrcitev.
Obstaja natanko en a € M, za katerega velja f(a) = a. Tocko a imenujemo fiksna tocka.

Velja tudi, da za poljuben xoy € M lahko sestavimo zaporedje

Lo, T1 = f($0)7 T2 = f(x1>7 ceey Ip = f(l‘n—l), s
ki konvergira proti fiskni tocki a, kar lahko zapisemo kot lim,,_, x, = a

Preden se lotimo dokaza samega izreka, bomo definirali Se zveznost funkcije in lastnosti
njene limite, saj bomo to kasneje uporabili v dokazu.

Definicija 8. Funkcija [ je zvezna v tocki a € Dy, ce lahko za vsak € > 0 najdemo
tak 6 > 0, da za vsak x, za katerega velja d(x,a) <6, sledi d(f(x), f(a)) < e.

Ce je f wezna v vsaki tocki iz Dy, pravimo, da je f zvezna funkcija.

Ce je funkcija f zvezna v tocki a € Dy, potem obstaja limita lim,_ ., f(x) in velja, da je
enaka f(a).

Zveznost funkcije v neki tocki lahko zato opisemo tudi z zaporedji.

Izrek 4 (Karakterizacija zveznosti z zaporedji). Naj bo funkcija f zvezna v tocki a € Dy.
Potem za vsako zaporedje {x,} C Dy, ki konvergira proti a, velja, da zaporedje { f(z,)}
konvergira proti f(a).

Sicer velja tudi obratno, a je za nas dokaz ta implikacija dovolj dobra.

Dokaz. Naj bo {z,} C Dy poljubno zaporedje, ki konvergira proti a, in ¢ > 0 poljuben.

Ker je f zvezna v tocki a, vemo, da obstaja § > 0, tako da za vsak x, za katerega velja
d(z,a) <6, sledi d(f(z), f(a)) < €.

Prav tako je nase zaporedje konvergentno z limito v a, torej za to ¢ obstaja N € N, da
za vsak n > N velja d(z,,a) < J. Sedaj lahko pogledamo ¢lene zaporedja {f(x,)}.

Ker za vsak n > N velja d(x,,a) < 0, zaradi zveznosti f v a velja tudi d(f(z,), f(a)) < e.
To pomeni, da so dovolj pozni ¢leni zaporedja {f(x,)} poljubno blizu f(a), torej velja

lim, o0 f(xn) = f(a). O



Posledica te trditve je, da lahko pri ra¢unanju limit vrstni red (zvezne) funkcije in limite
zamenjamo in velja

lim f(x) = f(lim ).

r—a

Sam rezultat se pri tem ne spremeni, nam pa dostikrat olajSa resevanje problemov.

Vrnimo se sedaj k dokazu Banachovega skréitvenega nacela (3). Dokazati moramo obstoj
fiskne tocke a in njeno enoli¢nost. Izrek nam pove kje zaceti: z dokazom obstoja limite
ustvarjenega zaporedja. Za to pa moramo dokazati, da zaporedje konvergira. Ker je M
poln metri¢ni prostor, je dovolj pokazati, da je Cauchyjevo.

Dokaz obstoja fiksne tocke. Izberimo poljuben € > 0. Potem zaradi trikotniske neenako-
sti za vsak par (z,,z,), n <m, velja

d(xna xm) é d(l’n, xn—i—l) + d($n+1> xn+2) +-+ d(ajm—b -rm)
Po definicji zaporedja velja, da je x; = f(xp_1), zato lahko za vsak k£ € N napisemo

d(@pr1; Tpr2) = d(f (zk), f(@r11))-

Ker je f skrcitev, sledi d(wgy1, T2r2) = d(f(wr), f(Thi1)) < q - d(@h, Thpa) -
Tako lahko omejimo vsak d(Z, 4k, Tnirs1) < q° - d(Tn, Tpyy).

Torej velja

d(l’n, xm) S d<xn; anrl) + d(xn+17 xn+2) + -+ d('rmfh xm)
< d(Tp, Tpy1) + @ (@, Tpgr) oo+ ¢ d(, )
<d

(l’n, xn-{—l) + q- d(l’n, In-{—l) + q2 : d(CL’n, xn—l—l) + -

Izpostavimo d(x,,, Tyy1)

d(l'n,l?m) < d(l’n, xn-l—l)(l +q+ (]2 + - ) = d<xn7 xn-i—l) Zqz'
=0

Vsota na koncu izraza je vsota geometrijske vrste, za katero se izkaze, da je enaka 1—iq.

Torej velja
1

d(n, ) < d(n, $n+1)17_q

Zgornjo neenakost bi radi se natancneje omejili, zato si poglejmo kako lahko omejimo
d(xy, xne1). Po definiciji nasega zaporedja velja

d(fEn, xn—&—l) = d(f(xn—l)a f(xn)) < q- d(xn—la mn)
Ce to sedaj zdruzimo, dobimo

d(xna anrl) S q- d(xnflwrn) S q2 : d(xnf% xnfl) < .- S qn : d(.ﬁlj’o, xl)-

>



Neenakosti zdruzimo in dobimo oceno

Na desni strani enacbe so ¢, xg, in x; konstante, zato je vrednost desne strani odvisna
zgolj od izbire n. Ker pa je ¢ < 1, velja lim,,_,o, ¢" = 0, torej lahko za poljuben & > 0

izberemo dovolj velik n, da velja
n /

" <€

Za izbran ¢ lahko tako dolocimo £, tako da bo veljalo €’ - d(z, xl)l%q <e.

Ce to sedaj veckrat uporabimo, dobimo

1 1 1
n ?q < e . d(l’o,ﬂ?l)li_q < €.

Dobili smo, da lahko za vsak € > 0 najdemo N, da za vsaka n,m > N velja d(x,, z,,) < ¢,
torej je zaporedje {z,} Cauchyjevo.

Ker je (M,d) poln metricni prostor, velja, da to zaporedje konvergira proti neki tocki
a € M, kar lahko zapisemo kot lim,, .., x, = a. Zdaj pa moramo dokazati Se, da je a
fiksna tocka.

Ker izpustitev prvega c¢lena zaporedja ne spremeni njegove limite, velja

lim z, = lim z = a.
oot T pooo Mt

Spomnimo se, da je nase zaporedje definirano kot x,,; = f(z,), zato lahko celotno
enakost zapisemo kot
a = iz o = lim @ney = litg fzn) = f(1im 20) = fla).

Za predzadnjo enakost uporabimo dejstvo, da je f skréitev in zato zvezna funkcija. Za
te pa velja, da lahko v enacbah vrstni red limite in funkcije menjamo (4). O]

Dokaz enolicnosti. Enoli¢nost tocke a bomo dokazali s protislovjem.
Recimo, da sta a in b fiksni tocki, in a # b. Velja f(a) = a in f(b) = b.

Potem velja

d(a> b) = d(f((l), f(b)) <q- d(a> b),

kar ne more biti res, ker je ¢ < 1. Torej, obstaja natanko ena fiskna tocka. O



5 Marsovske govorice

Spomnimo se nasega zacetnega problema z marsovci. Ideja je, da ima vsak marsovec neko
zacetno znanje, ki se iz dneva v dan spreminja. Lahko bi vsakega marsovca predstavljali
posebej, a se izkaze, da bo za nas problem veliko lazje, ¢e gledamo vektor skupnega
znanja. Torej

M = (ml, Mo, Mms, ... ,mn),

kjer m; predstavlja znanje i-tega marsovca, ki je vrednost med 0 (ne ve nic) in 1 (ve vse).

Spreminjanje znanja pa bomo opisali s funkcijo F', ki jo lahko definiramo po komponentah.
F bo i-to komponento vektorja M preslikala s funkcijo f;, ki jo definiramo kot

filmi) = an - my + aig-ma+ - + Qi - My,

kjer je a;; odstotek znanja, ki ga ¢-ti marsovec prejme od j-tega. Ta funkcija v resnici
predstavlja, kako se znanje i-tega marsovca spremeni vsak dan. Za skupen vektor znanja
pa bo veljalo

F(M) = (fulma), fa(ma),. .., fa(imn)).

Ker smo rekli, da mora biti vsota vseh delezev, ki jih lahko prejme posamezni marsovec
od ostalih, manjsa od 1, mora veljati tudi ¢; == >_7_; a;; < 1.

Pocasi se nam zacne dozdevati, da bi F' lahko, v pravilno izbranem metricnem prostoru,
bila funkcija skrcitve. Poleg tega je zaporedje vektorjev znanja, ki so iz dneva v dan
preslikani s funkcijo F, definirano kot zaporedje, opisano v Banachovem skrcitvenem
nacelu, ki konvergira proti fiksni tocki. Ce nam torej uspe najti primeren metri¢ni prostor,
v katerem je F' funkcija skrcitve in v katerem lahko uporabimo Banachovo skrcitveno
nacelo, bo nas problem resen. Skupni vektor znanja bo v tem primeru namrec¢ konvergiral
k neki fiksni tocki oz. fiksnemu vektorju znanja, kar lahko razumemo kot ponehanje
govoric.

Glede na definicijo funkcije F', bo nasa mnozica oc¢itno R", pri izbiri metrike pa smo gledali
na to, katera metrika ima, ne glede na dimenzijo prostora, dovolj enostavno formulo,
zato smo se odlocili za d., oziroma maksimetriko. Nas problem bi torej radi resevali v
metricnem prostoru (R",d,), za kar pa moramo najprej dokazati njegovo polnost.

Trditev 1. (R",dy,) je poln prostor.

Preden za¢nemo dokazovati to trditev, dokazimo pomozne izreke, ki nam bodo v dokazu
prisli prav.

Lema 1. Naj bo {a,} omejeno zaporedje v R, tj. obstajata m, M € N, tako da za vsak
a; € {a,} velja m < a; < M . Potem ima zaporedje vsaj eno stekalisce.

Dokaz. Naj bosta m in M spodnja in zgornja meja zaporedja {a,}. To pomeni, da za
vsaki i € N veljam < a; < M.

Naj bo S mnozica vseh z € R, za katere velja a; < x za kon¢no mnogo indeksov .
Zaporedje je navzgor omejeno z m, torej od njega ni manjsi noben ¢len zaporedja, kar

pomeni, da je m € S in mnozica S zagotovo ni prazna. Poleg tega je M zgornja meja

7



{a,}, na intervalu [m, M] pa je neskonéno mnogo ¢lenov, M zagotovo ni v S, torej je M
zgornja meja od S.

Mnorzica S je navzgor omejena, torej obstaja najmanjsa zgornja meja, ki jo oznacimo s
s == sup S. Velja, da je ¢lenov med m in s —e kon¢no mnogo, saj bi sicer s —¢ bila zgornja
meja S. Velja pa tudi, da Stevilo s+¢ ni v .S, torej je od njega manjsih neskonéno mnogo
¢lenov zaporedja. To pomeni, da je med s — ¢ in s+ ¢ oz. v € okolici s neskon¢no ¢lenov.
Ker to velja za vsak ¢, je s stekalisce. O

Lema 2. Ce je zaporedje {a,} C R Cauchyjevo, potem je konvergentno.

Dokaz. Najprej dokazimo, da je Cauchyjevo zaporedje v R omejeno.

Ker je zaporedje Cauchyjevo, velja, da za vsak ¢ > 0 obstaja N € N, tako da za vsaka
n,m > N velja d(zp, zp) = |2, — x| < €.

Izberimo £ = 1 in za njega najdemo primeren N € N. Za vsak poznejsi clen v zaporedju
posledi¢no velja, da je znotraj intervala (ay —1,ay +1), zunaj tega intervala pa je konéno
mnogo ¢lenov. Zaporedje je zato omejeno in ima po lemi (1) vsaj eno stekalisce. Ker
pa je zaporedje tudi Cauchyjevo, po izreku (2) sledi, da ima zgolj eno stekalisée. Ker je
zaporedje hkrati omejeno in ima natanko eno stekalisce, konvergira. O

Dokaz Trditve 1. Pogoj za poln prostor je, da vsako Cauchyjevo zaporedje v njem kon-
vergira.

Naj bo {X;} poljubno Cauchyjevo zaporedje v R™.

X =($117$127 <. axln)
X :($21> XT22, ... 7x2n)
X3 =($317 €32, - - - ,iﬁsn)

Izberemo poljuben € > 0 in dolo¢imo njemu primeren N € N. Za poljubna m,k > N zato
velja, da je do(Xg, X;n) < €. Natancneje si poglejmo, kaj nam d., pove o posameznih
komponentah vektorjev Xj in X,,.

Velja doo( Xk, Xm) = maz{|zr — Tpil;i = 1,...,n}, Kjer je x;; j-ta komponenta i-tega
¢lena v zaporedju. Ker d., vzame najvecjo vrednost izmed |zy; — 2|, sledi, da je |xg; —
Tmil <ezavsaki=1,... n.

Zaporedje j-tih komponent nasih vektorjev {z;;}:, torej z1j, xaj,..., Tij,..., je zgolj
stevilsko zaporedje v R. Ker vemo, da lahko za poljuben € najdemo N € N, da za vsak
j=1,...,nin za vsaka k,m > N velja |ry; — x| < €, je to zaporedje v mnozici R z

Evklidsko metrkio Cauchyjevo. V lemi (2) smo pokazali, da iz tega sledi konvergentnost.

Oznacimo limito zaporedja posamezne komponente z z; = lim; ,o, x;;. Sedaj lahko iz
teh limit sestavimo vektor X = (z1,xs,...2,). Zaporedje {X;} o¢itno po komponentah
konvergira k vektorju X. Ker imajo ti vektorji zgolj konéno mnogo komponent, je dovolj
enostavno pokazati, da je posledicno X limita zaporedja {X;}.



Za poljuben € > 0 vemo, da za vsako zaporedje komponent {z;;}; obstaja N; € N, da za

vsak k > N; velja |x; — x| < . Dolo¢imo N = max{N; ;j =1,...,n}. Sedaj za vsak
J velja, da za vsak k > N sledi |z; — zx;| < € in posledi¢no velja, da je deo(Xn, X) < €,
torej je X res limita tega zaporedja. O]

Da bi lahko uporabili Banachovo skrcitveno nacelo, mora nasa prej definriana funkcija F'
biti skréitev.

Trditev 2. Funkcija F je skrcitev.

Dokaz. Naj bosta X = (z1,...2,) in Y = (y1,...y,) poljubna vektorja iz R".

Ce 7Zelimo dokazati, da je F' skréitev moramo najti ¢ < 1, za katerega velja

doo(F(X), F(Y)) < q- du(X,Y).

Dolo¢imo R = doo(X,Y) = max{|x; — y;|; i = 1,...n}. Za razdaljo med slikama
vektorjev pa velja doo (F(X), F(Y)) = max{|f(z;) — f(vi)]; i=1,...n}.

Ker imamo metri¢ni prostor z maksimetriko, je pametno pogledati spreminjanje i-tih
komponent. Za z; in y; velja

f(i) = ain 21+ - T9+ -+ + Qi - Ty,

JWi) = ain -y + aig - ya + - + Qin * Yn-
Razdaljo lahko zato enostavno izra¢unamo in omejimo

|f(zi) = f(wi)] = laa(2r — y1) + aip(z2 — y2) + -+ + @in(Tn — Yn)|
S CLZ'1|«T1 _y1| + e +ain|xn _yn|
gail-R+ai2-R+--~+am-R

j=1

Zavsak i =1,... n torej velja | f(x;) — f(y;)| < R-¢;. Ker je komponent konéno mnogo,
lahko doloc¢imo ¢ = max{qi,qa,. .., qn} in seveda velja ¢ < 1. Sedaj za vsak i =1,...,n
velja

[f(@i) = [y S R- s < do(X,Y) - .

Spomnimo se, da je doo(F(X), F(Y')) samo najvecja razdalja med komponentama, torej
velja tudi
oo (F(X), F(Y)) < ¢ doo(X,Y).

Ker je ¢ < 1, smo dokazali, da je F' skrcitev. O
Sedaj lahko na nasih marsovcih in njihovi govorici uporabimo Banachovo skréitveno na-

¢elo. To nam odgovori na vsa nasa prej zastavljena vprasanja; ker je prenos informacij iz
dneva v dan v resnici zaporedje vektorjev skupinskega znanja, ki se preslikujejo s funkcijo



F', nam izrek pove, da to zaporedje konvergira proti fiksni tocki — fiksnemu vektorju zna-
nja. To lahko interpretiramo kot postopno zamiranje ¢enc in ustalitev nekega skupnega
znanja o tej govorici. Prav tako nam izrek pove, da zacetna razporejenost znanja ni po-
membna. Ta namre¢ doloca le prvi ¢len nasega zaporedja, za njega pa vemo, da vedno
konvergira proti fiksni tocki.

6 Zakljucek

Po vsej tej teoriji smo kon¢no dobili odgovor na nase vprasanje o zgovornih marsovcih:
govorice se bodo umirile! Skupinsko znanje se bo ustalilo, prav tako pa znanje vsakega
posameznega marsovca. Ubogi prebivalci marsovske vasi si bodo kaj kmalu morali najti
drugacne interese in svojo energijo nameniti pomembnejsim stvarem kot zgolj opravljanju.
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